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Fag. Un. 

541, 8. = tang. (4-}-^), tot. 

374, II. ne segue sussistano 

7. fiintjul 
"^eww/. COS. a^b^ COS. ^«-f-è)- 

375. 2. 2a^Vé COS. acos. 

7. ^e». (^+^) 

15. quedrati 
3Py. 2. Hr ( w -^ I ) px^'^^.... 

(W-I) (W-2) 

395. 5. le succedono 

3P7*. ip- tutti valori 

401, 8, Kel modo si cerchi 

ip- Sfeno 
403. 27.;'^"= 
434* 18. applicando 
43 tJ. 17. i valori jy 
442. I.- esser di n 
445. 24. (»che faremo zip 1 
44p. /^/^+^>(^'*''+^J^;\/W^+^JV') 



CORREZIONI. 



se;t. z, sen» 

=: tang» — ^ — ^o^ 

ne segue che sussistano 

finqul 

COS. a -f- 5' roj, (6+^)+ 

2a^b'X COS. a cos. 

sen. Cfl^b)) 

quadrati 

:±2 ( w — I ) /?x"*^^ A;ir-f 
(w-i) (w-2) 
: — -px'^^^i^x^ ec. 

1*2 

gli succedono 
tutt' i valori 

Nel modo stesso si cer- 
chi 

sieno 

applicandolo 
i valori di j 
esser pilli di » 
( che faremo = dp ) 

dx^dy 

4PJ- 
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$66. 
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594- 
595- 
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i8« tang. u^c 
tilt, dunqoe 
2^. quando s'intersega- 
no due superficie 



non ha rami 
sua 
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semiparametro 

virtù 

sen. u=:c 

dunque 

Quando s' intersega- 

no due superficie 

curve 
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DEI FONTI DELL^ ANALISI 



CAPITO LO IX. 

Ttùfm delle Funzioni Tfig9mmetriche . 

4^4* |r ^ TWgonometria nacque dall'Interesse 
I tJegliEgiziaoi , come dall'ozio pastorale 
; ."^"^ ^c'Caldei nacque rAstronomia. La pe- 
«odka i«onda«ione del Nilo ,, mentre si stendeva 
ogn'anno per 40. giorni mWt soggette pianure , ed 
infondeva coli' onda benefica sempre nuovi principi' 
di fecondità fn quelle felici campagne , confonde- 
va sovente i limiti dei respettivi canapi , e veniva 
in tal guisa ad essere incpnììodaiairavarizia dei cul- 
tdfi , mentre ne pasceva Tavidità. Si cominciò per- 
calle 



J20 

tanto a sentire il bisogno di un*aree,che sapesse con 
sicuri metgdi additar la misura deIJe superficie : ma 
siccome non erano allora gli Egiziani eruditi abba- 
stanza nelle dottrine Geometriche , rivolsero i loro 
tentativi a ritrovar la misufa del solo triangolo» 
come della figura la più semplice . Ottenuta 
questa 9 ridussero grossolanamente i campi ad 
una Forma triangolare ,- e chiamacooo Trigono- 
metria questa loro nascente Agrimensura.. 

455* Della suddetta Trigonometria non serba (s 
presente, che ri n®/ne; poiché bpn è essa l'ar- 
te di misurare i triangoli , ma bensì è: V ^Art^ 
dì risolvere i triangoli , vale a dire ( essendovi 
n^l triangolo 'seì elementi , tre Iati , e tre ango- 
li) £• ViArte , the insegna a determinare uno qua* 
lunque dì tali elementi , dati^ che ne Steno tre; fra 
i quali si comprenda un lato . 

455. La Trigonometria è una parte delle Ma- 
tematiche la più mira1)ile , perchè con pochi , sem- 
plicissimi Teoremi, discuoprc un numero grande 
di pregievòlissfme verità • Da èssa si hanno delle 
utilissime formolej delle serie vantagg'iosissime , e 
dei Metodi di somma eleganza per la soluzione 
delTequazioni • Per. essa misurasi T altezza delle 
montagne , la circonferenza della Terra , la distan- 
za dei pianeti 5 i di loro moti , Teclissi &c. 

457. Tornando alla definizione della Trigonome- 
tria , si vede , che per trovare un quarto elemento, 
per mezzo di tre elementi dati, altro coq si può fare, 
che. istituire una proporzione fra gli elementi 
dati , e/'elemento richiesto . Siccome però i la- 
ti di un triàngolo non hanno proporzion* espres-, 
s^ cogli angoli , dei quali la misura .sono, archi 
di circolo ( Vedasi una Memoria di Leon. Eu- 

.ter 



ler , nella quale si tratta del modo di determina- 
re il rapporto , che passa fra i lati di un triango- 
lo , dato che sia il rapporto degli angoli omologi . 
(Tom.XJ. dei nuovi Comm* di Tietrob,) ; agi) an^joli , 
è agli archi Convien sostituire delle lince rette, le 
^ quali rappresentino detti archi, o angoli, e che 
sieno proporzionali nel tempo stesso ai lati del 
triangolo . Passiamo a veder l'indole , le proprie- 
tà, e gli usi dì queste linee . 

4(J8. Sia il quadrante .^^F (F/>.2*) , e sia il 
raggio D^ ad uo angolo qualunque con T altro 
raggio Dld ; La retta ^ perpendicolare sopr^ i)^ 
dicesi il seno dell'angolo ^^ , o dell'arco ^i 
^ perpendicolare sopra DF ne è il coseno ; f{^ 
ne è il seno verso , SF il coseno verso , Tu4 la 
tangente , FK la cotangente , DT la segante , e 
DK la cosegante • 

Poste queste definizioni, mediante l'ispezione 
della figura 9 e col soccorso dei principi della geo* 
metria, si possono concepire le seguenti proposi- 
zioni . 

I. Che posto l'arco ^Mj=ì <i , e il raggio :=: i, 
si ha sen.^a'\-' cou^a ±: i , perchè S^ =: D^ ; e 
detto b l'arco F^ sen.^h'\-' cosà bp^ 1 . 

Dato pertanto il seno di un' arco si ha il suo 
coseno , e viceversa • 

II. Che il seno di un'arco qualunque è sempre 
la metà della corda di un' arco doppio • Oifacto 

Dunque il seno di un'arco di 30.^ é uguale alU 
meta della corda di un'arco di ^o.^,cioè uguale alla 

metà del raggio = — . j. jjj^ 



JII. Che il seno di unVjco < pò,* come SL^p 
e cosi pure la tangente , sono eguali respettiva- 
mcnce al coseno , ed alla cotangente del suo com^ 
plcniento , e viceversa ; quindi 

sen. (4?.*"-+-^ ) = COS. (45 •®— 4) 
sen. ( 4 J."^— 4 ) =: cos. ( 4J.^ -ftf ) 

IV. Che il seno di un'angolo qualunque egua-* 
glia il seno del suo supplemento , cioè set. SIP^ 
s sen. SPH • 

In generale due archi » i quali presi insieme 
ibrmaqo un semicircolo , hanno tutte le funzioni 
eguali • Questa proposizione si vede chiaramente 
per rapporto al seno , ed al coseno ; riguardo 
air altre funzioni si vedrà in seguito. 

V. Che il coseno di un'angolo ottuso è nega- 
tivo , come pure la sua cotangente » cosegan- 
te &c. Difatti il coseno è ciò , che manca ad 
yn angolo 9 o.ad un'arco per formare po.^ ; ma 
all'angolo ottuso ne avanza • Dunque il suo co- 
Sjcno è ciò y che se gli deve togliere per ridurlo' 
a 90.^ 9 e perciò è negativo . 

Lo stesso v^e per !e cotangenti , cosegantl &c. 

VL Che la tangente di 45; .^^ è uguale al rag- 
gio , come la cotangente . Difatto se pongasi l'an- 
golo TD/fc 4J.^ sarà =: 45.'' anche l'angolo DT^ t e 
perciò sarà ^T zz Dud . 

VII. In ogni triangolo i seni degli angoli stan- 
no fra di loro , come i Iati opposti , perchè 
(ntém. II. ) i seni altro non sono , che la metà 
dei lati opposti agli angoli , ai quali appartengono . 

469» Convien passare adesso ad analizzare It 
diverse mutazioai 9 a cui soggiacciono i seni , co- 
seni &c* A quest* 



A t|ue»tVifetto gfO?a investigare ie diirerse ana- 
logie, che possono sussìsoere fra tali funzioni» per de- 
durre da esse altitttante formoli , perdi cui totz- 
zo ci si renda più facile discoprirne le variasiam «. 

Si osservi pertaato Ufig.^i*^. Si vedrà 

I. Che si ha DT' — ^T^si cioè seg.^a — tang^^a^i 
Qnlndi seg.à'^tMg^àxuiix seg^a^tang.a . 

Nel aiodo stesso si vede » che deve aversi •••• 

seg.^a-^ofig^^axseg.^b^tang.^bz:! . 

fi. Che l^iC.*— We*=:Cf S o sia fOjeg.'4— rór.*^=:w 
^egJa-^tang.^a ; quindi coseg.a — ct>t.a : i :; x; 

Per i triangoli simili 1^0^» aDT si avraMno an- 
cora le segueoti; proporzioni . 

(i) jDJ^:l^^:/)^;-^r , osia cos.a;sen.ain:tang.ai 

seti* a 
dunque sen. a =: cos. a tang. a ^ tos. a s ^^ ^ > 

^ cos* a 

(2) DB^iD^tDoitDT ^ osia cos.a:iiiu seg.ai per* 

i 1 

' (3) llSi^r:sO^^^» vale a dirextf»'<i:^4«j5,4::i: 

segui dunque ^«i.« r "J^ , icg. ^ ="7;^ 5 ...•. 

x^»* 4 seg. a =r r<i»|;. ^ . 

Per i triangoli simili c/fDT, DFX , si avrà pure 

(i) ^TiD^iiDFiFKy o che è lo stesso ••..m 

I 
tang. 4: 1 i2 1; fo^ 4 } di qui tang. a s: z^^ , .... 
I 

^ , *C0Ì.4JMg 

X Z (2) 



^^'- "* "^ ^4^ ^ S:(^.4.f4iig-tói . 



•J«4 

(a) /iDiDTv.TXxÙK y cioè x:seg.a:icàLi.eoseg.ài di 

, cQseg.a cos€g.a 

dove si deduce seg.a z: ""^^^ » ^^^-^^"T^T^ > •••• 

(3) ^T:DT::DF:DK;pcrciò tavg.axseg,ai:iicoseg tf, 
seg.a s^g^^ 

ondct tang.a=:—-.cosfg.a^—-, tang,' a 

coseg. a = seg. a . f 

Finalmente per i triangoli simili ^1^, DjKF si ha 

(i) /^^^^•.:^^:FK , t\ohitnnaxcos.a\i\\coUa y 

COS. a . roj. à 

d'onde xew. ^ = ~~ j ^^^•^^IZTT» ^^«-^ eot.az:cos:a. 
COI* a scili -4 • 

(2) DB^iD^.FKiùKy o sia rofi4:i::cof.a:c(7leg^4 , e 

cot. a ' / caLn 
per questo cos.a = — - , coscg. ^ = ^^ , 

irox. tf coscg. a z:^cot.a\ 

(3) Sil-^^=^^-^^> vale adire scn.anm :coscg.a} 

I • I 

"" . scn. a 
_ scn. a 

coscg. /t = I . 

Raccolgatisi adesso tutte le forinole trovate , e 

si avrà tang. a cos. a 1 

(i) scn.a=cos.a tanga=i =:— — r"^ 

^^ ^ scg.a cot. a coscg.a 

sen,a i tot. a 



quiiìdi scu.a:=—-, coscg. a z: 



(2) COS. a = ";;; =: :^en.a cot.a^ ^ 

^ ^ tang. a scg. a coscg. a 

sen^a I seg.a 

(i) tanz.a =: ^scn.a seg. a == ~" =; 

^9/ o cos.a ^ cot. a coseg.a 

I coseg.a cos.a 

<4) 'ot.a =-^- = -— =:j^^=cos.acoseg.a 

(J) 



- > 32 j - 

' ' ^fg; a cot. 4 1 

^^ ^ J^. . tangnA COS. a sep^a ,. 

(7) i=:r^sc<fs.0 seg.é^=: tang.acit.A=i ien.a coseg.a =:- , 

sen.b S€g.bptang.b cot.b^senJf coseg.b=sen.^a -^cou^a 

e seg.^a — tang.^a=:coseg.^a^c0tJa:^seru^b'^cos^^b8cc. 

t49fg*acof.^ . sen.a seg^a seg^a cot.a 

(S) isr's r — : = — - — : '^ "'■ '■ 

^ "^ sen.^a tang.a - coseg.a 

coseg.a tang.a ' sen.a cot.a cos.atoseg.a 

tang.bcos^b 

- TTTIL &C.&C. 

sen^ * 

470 Passiamo adesso a vedcre"^ le diverse muta^ 
«ioni, alle quali soggiacciono i seni , coseni &c. nel 
percori'cre i diversi punti delia circonferenza del ' 
circolo . 

471 . Si concepisca (Fig.i^) , che stando immobile 
il raggio D./f, si muova il raggio D^ dall' origine 
*A verso F ; e chiaro , che net punto ^ , dove l'ar- 
co è =0, il seco ancora è =:o, e perciò il coseno 
sen. o II 

-tei ; perciò tang.^' '=: "so; fo^=: 7~^ T 

^ ^ COS. I \ J^Sr ^ '^ 



.472. Dall'arco o tfnq apo."" il se.na^ir^sce , e il 
coseno decresce ; perciò cjaiU'esposte formole si ve- 
de, che la tangenteè pdsitjya crescente, U cotangen- 
te positiva decrescéntj2 ,; la segante positiva crescen- 
te , e la cosecante positi/a decrescente ..... 

, \ ^ '* ' '^ l '' * 473- 



47 j. Quando l'arca è =t 90^ W seno èri f =2 i, ed 
il coseno^ :=: o qnihdi la tangente r: 00 , la cotangen- 
te r=: o » la segante :=; 00 » e la coseganté ;=: i : 

474. palParco di 90.^ fino a i&o,° il seno sempre 
positiva decresce, e il coseno negativo cresce \ per- 
ciò la tangente è negativa decrescente , la cotangen* 
te negativa crescente^la segante negativa crescente 9 
e la coseganté negativa decrescente • 

475. Allorché l'arco è = 270.* \\ seno è negativo 
decrescente 5 e il coseno positivo crescente; perciò 
la tangente é negativa decrescente , la^ cotangente 
negativa crescente , la segante positiva decresceiue s 
e la coseganté negativa crescente s e ciò fino à 3^0.^ 
di dove ricomincia lo stesso periodo alternativo^ che 
abbiamo fin qui divisato . 

475.Per maggior semplicità si ponga la semicircon- 
ferenza crr , e si avranno per rapporto ai seni , e co- 
seni Tequazioni seguenti jfji. o e:: e , tos. o z:: i . 

sen. — vzi 1, tos. "1"-^=: o 
2 2 

sen. — 9rr— 'iirof."7flr=: o 

ten. air =^ O} cos. asr rs 1 
di dove st vede > che tutti i seni, e coseni pos- 
sibili si contengono dentro i limiti r , e • — 1 . 

477* StoLPcr concepire con tutta T evidenza, 
come avvenga , che le tangenti , cotangenti , segan- 
ti , coseganti'8tc- divengano negative, si osservi ncl- 
ia(Fig.*cii.)> che essendo ranjg;oIo-^Z)£>po.'' , e la 
sua tangente dovendo passare per*//, come la co- 
tangente perF, é impossibile , che il raggio 
DL ' incontri giammai per la direzione t>L la 

tan- 



327 
cingente /^T; h può incontrare soltanto per la df- 
i«ziat»e D7{ ; perciò la tangente non può esser che 
^T i t pT Ja segante, le quali si vede, che sono 
ambediM aegìrtive . • 

Sì vede parimente , che Z>i non può incontrar^ la 
cotàttgante FKy che nel suo prolungamento negativo 
FC , ortde la cosegantc , e la cotangente debbono 
rìsukar negative . 

478, Da ciò r che sf è veduto intorno alle varia» 
rioni dei seni , e dei coseni , si può inferire fadl- 
mente , che ogni seno , e coseno appartiene ad in- 
finiti archi , cioè , che detto J un arco qualunque, 
è C h circonferenza , deve aversi sen.*^^en.Q^']-C) 

sen.(/^-\'nC) e parimente eet. ^^ cos*(^^-^C)s: 

cos.i/i-j-nC) e per la stessa ragione 

cos.(€-r-^=: cos.(,C^^2^)=z ..^. ra/.(f— M) 

Sia adesso 

479. TrobL Determinare il seno, ed il coseno 
della somma , e della differenza di due archi dati • 
Soluzione. Gli archi dati sicno £fl , By4; éUcTiiì s 
il seno 2?Z> , e r il suo coseno CD ; si dfca $' il séno 
EG^ e e* il suo coseno CG , finalmente si ponga =y 
il seno cérc^rtoJEF, ed ^^ il coseno fF(Fìg.*j.*) 

Per i triangoli simili CDJS, £GH si h]f- ...«••• 

CD (r): EG ($') izBD(s) : GH (/ — T ) (P^^ ^*" 

giQoe, che si ha iUifXìCtì) :t (g (iyì Ètìl \^y — ~ ) 

(perchè si ha c:s uxtPHyi Quindi si deduce 
EGXBDa^CDXGfii éìóè si^:s^ec^^^'^ y£ CÌ)^Em':z 
UGXCB , o sia j'=5 cy^sn X 4 DaU 



Dalla prima equazione si ììzx =3'ff'*^«*; 
Si sostituisca questo valore nella secooda , e si avrà 
5»^ cy — f (ce'*— n')=i €y — scc^"\-s*s^ ; ora j*=3 i — e* 

dunque x':=: cy— jrr'-|-5' — /f* ,• e finalmente ^. 

'cy zn scà-]-sh^ , onde^:=: sc^-^-s^c . 

Adejsso Parco /^S dicasi 4 9 e Parco EB dicasi ^» 
e si zvTky^senXa-^) z:: sen.accs.b-^-sen.b cos.a 
ed ^ =5 f ox. (<i-f-^)^ ^^^^-^ cos.b^^^sen^ a setub • 

Per ottenere il seno, e il coseno della differenza 
dei medesimi archi , si ponga a-^-bzz r , e si avrà 
' sen.c ri sen.a C05.(C'^a)-\'C0s,a sen.{c — d) , e 
cos.czz C05.a C9s.(c — a)'-^scn.a je»,(f— a); 

Si trattino ffw.(c— -^J , e cos'(e — a) come incogoi- 
' to , e si avrà dalla prima equazione 
sen.c — cos.aXsen.(c — a) ' 
cos.(c^)z: :"" , e dalla seconda 

cos.c-^sen.aXscn.(c — a's 
cos.(c^a)s ~7~ . Quindi 

sen.c — cos.a sen.(c — a) cos.c-^sen.a sen\c — a) 

sen. s cos, a 

moltiplicando per sen.a cùs.a » 

5cn.cci>s.a^cosJ^asen.(jc^a)=:scn.acos.c-\'Sen.^a$cn,(cJA) 
' e trasponendo 

sen. e cos.a — se»* a cos.c =i sen.(c — a) (sen.^a-^-cos^^a) 
s sen.Ci'-^a') . 

Nel modo stesso si dedurrà dalla prima equazione 
sen.C'^sen.a ^•(f-— ^i) 
je».(r-«)=' ^^^^ , e dalla seconda 

. . ^ tps.C''^cos.a cos.^C'^a) 
^^»;(^-i^)= ^^^^ ,ed operando come 

«opra w^c-7-ii)s; je»,f sen.a.'\-c0s.€ cosui . 

* ; Si 



Si.pcMiga ade?9d nelle duìj formale à^^?n}(c*^aX^Q.di . 
f05.(r— a) , ^ invece di e , e binv^&aJà a^ *4 snà1?rà: 
finalmente ' : :.' ^ - •;"' ^ : ^ 

sen.{a''^b)s:sfn»a€or*b'r^sén*ic0Séa" ' ) 

cerai meato...;. ^ .: 't' '^i^'/ni'^: - *. r '- •' ; . i ,-; 

480. Di queste formile «i'powoiio adesso far« 
molte , ed interessanti apptitàzioni , ^ ~- - . < ~" ' .. ( 

il"^ Si può primierameafe. r^vare' il seno; , ed 
il coseno , che. appartiene mia :Somma ,. e alla 
differenza qualunque di un qualsiv^oglia numero di 
ait:hi dati, altro non ricbiedendosi , che sostitui- 
re un binomio invece delle leltérfr-rt ,;A &c.> «. 
svilupparvi dinuovo • ìIscdo'^ì e coseno- delia «om-t 
ma , e della differenza di due archi . . 

a.^ Si -può dedurr- la-formola del seno , e cove 

seno di un'arco moki-pio qualunque »tf. ' *" 

Pongasi na in luogo di è nelle formole di» 

fffn. (a-j-h) , e di cos. (or^b) , e si. avf^ «tetta s il" 

seno di 4 > e e il suo coseno #«••••••••• •••••* 

^en. («^4-^) p s COS. no, -[- sen. m .e _ 
eos.Xna-^-a) è s. sen, na^couna .,c ' * 

Si sostituiscano- ad n i numeri natttFa[i;r-e>i avi* 
fatto » =: I , sen. (za) = 2 r x , . cos. ^za) = c^ — s^^ 
fatto u =: 2, sen. (^a) = ^c^ i-=r4^ cos.(^a)s:c^--^ìcs^ ' 

Sì prosegua a sostituire per ni numeri,cfae^eg;aono, v 
e si vedrà, che generalmente, fatto il raggio,^.r si:h|^ 

sen. a-xs \ coi. (^)r: e " "" ' " -' 

f.sen.(ia)=:2cs . r.cos.{ta)^c^^s^ ,,^^,^' 

r^sen.(ia)=:3c^s—*s^ r^cos.(^a)z:c^iìcs^^'',*^ ' 

r'^je».(54;=5cVxofV4-x5,r^rw,(5fi)=c^'iotf^j*+ya^ 
&€» &c. 481. 



f^stn. 
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48r<^Si rillewa sa «[aèrte fertHofc, e ri eoii- 
ctnderà Acilmmte i ..che la forinola di u» seno 
multiplo è composta dei termini di-sito pari del 
binòmio Newtoniano , colJ'alwrnazione dei se«»ni, 
e che Jti formoia di »b coseno mottipto è compo< 
sta dei termini di sito impari del medésimo binomio 
coiralternazione parimei^te de segni . Si hanno per 
conseguenza le du# ibrmoie gcneraK , che seguono 

»(»-i) »(»-0(»-3)(»-3)f''<»"^* 

iSc adesio nelle formofd dei seni v« cosca imultì- 
pK w pónga I— <* in luoga dr-j* , %\ potraatìa ot- 
tenere diverse altre forme : si avrà 

sen*{a)z:$ cóf.a^c 

r^ sen.(44) :ì 8ir^5-4r^ »^w.(^4)=8f4^8f*4-i 

&c., &c. . 

e finalmente se pongasi \/i — r * in vede di s » 
S€U.(4yz:\/i^€^ C0S.(a)±c 

&c. ^ ;^ &c. 

Formole , dalle quali si può dedurre un'altra for- 
molfi generare del seno ^ e coseno multiplo > cioè. 



I • 2 • 3 

* ■ X • I • a . .> 

482. Dalle fbrmole (v^ si pnò dedurre con fa- 
cilità ^espressione del seno 3 e coseno dr un^arco 
summuitiplo ; Difatto in questo caso si h\ sen.(na) 
dato^ a rincogoita è sen.az:sx 9 di cui il cose-^ 

no è =: ^1— x' . Viceversa trattandosi del cose- 
no , si ponga COS. (na) z:z b , cos.a =z ^ » e sen*u :=: 

yi — z^ 9 t sì avranno le formole 

a^x v/i - x^ j~ "7777?" '^(^ *"^' + 

«(^-.i)(„_2)(«— j) («—4) : n-$ 

r . 2 • } . 4 • 5 ^ 

»(»— IX»— 2)(»— i) 

è ooa st avrà , che da stogi ter qtmste due equa- 
2Ìoni per ottenere f vafori di x* , e di t . 

Noi ce ne serviremo a syo luogo . 

48 j. Trovate in questa maniera le formole dei 
éeni , e coseni multipli , e summuftipli 9 ^ pos- 
ero tftivaf \c formole delJe tangenti » cottfgetl^ 
ti Jkc. multiple 1 e summultiple • 

Ecco il calcolo» che bisogna impiegare • 484* 



4^4* Sapendo?! che tang. = "TTp» si deve avere 

sen. (adtdf) sen.a cos.b-dt:sett.h cos.a 

*^^'^*^^v^^':cos.{addb)'^ cos.acps.b:^ 
dividendo sotto , e sopra per cos.a cos. b , 

(sen. a sen^ b\ / i:Lpsen»a sen.b \ 
T^'^^^b) \ V ,cos.acos.b ) 
tang^a dr tang.b 

^.i pp tang.a tang.b * 

^' Si^ong^ a^b io luògo di<i,e e in luogo di 6,e sarà 

rando per più semplicità gli archi aj by e positivi) 
tang.a-\'t^ng.b 
' ; i 7 + tang. e » e ponendo $anz.a 

". ■ tang.a-{-tang.b tang»c zz e' &c. 

Nel nicdo stesso si trova tattg.Xa-\-b-\'C-\-d) 

ed in generale détta i' la somma delle tangenti di 
ìclascun'arco dato , t" la somma dei loro prodotti 
a due^ f"i la somma dei loro prodoti a tre &c. &c. 
a ivtì ^au^.(,a-{'b-\~c-{'d8i.c. ) .........•....*..•»«.•...».. 
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- 1 — j" -f- *"" — j""" 4-&C. 

Suppongasi adesso, che gUarchi dati sieno » , e-' 
che sia a-h=csi &c. ; ' ' v 

»(»— I) 
Si ayrii i's» tóJig.tf, i" =3 — ~'—tang.*ai 

»(»— I) (»— 2) «(a,— !)(« 2>(» — 3) 

*'"= — — r"'""^'''' *"" = "^iTTriT" '''«•'" 

onde ne risulterà generalmente T4»g*(«<i)=: 

» »(»-!)(»- 2) »(»-iX«-^X«-?).\'^-.4) 

n(n — I) »(»•£)(» a)(«-3) - 

^ ^^_ I — : ■ 

cos.a 1.2.3 foy.^ <i «^ 1.2.3.4.; cos.^a 

r r-^ — ^ — *— - ■■ ■ ' • ■ I III 

»(«M) sen.^a, »(w-iX«- 2X^-3) j^w.^'ìi 

^ I . 2 fOJ.^4 "»* 1.2.3.4 ^^^'^^ 

w(«-l)(?l-2) - . T . 

n roy.""'^ sen.a — r"7~r~ eosJ'^Usen.^ a +&c. 

X . 2 • 3 > 

»(n-i) »(»'iX«-2X'^-3) 

r«x ." tf- cos.^^^a scn.'^a 4- cof.""""^^ ^e».* tf. 

1.2 . • 1.2.3.4. 

&c. formola cercata , dalla qua/e si raccoglie dinuo* 

vo la formola del seno, e coseno di un'arco mal- . 

tiplo trovata di sopra . 

485. Per rapporto alla cotangente di un'arco 

I 

muliipio , siccome si ha cotang. zz basta ro- 

^ tung* 

ve- 



354 

vesciare là fbrmola della tangente di un VcanuiU 
tiplo » e 81 ha immediatamente la fórmola del/a 
cotangente • 

485. Riguardo afte seganti » ed alle coseganti » 

I I 

aiccome si sa essere s€g,zz —— » e coseg. r; TT^^si 

vede* come si possono dedurre le fbrmole per gli 
archi multipli che gli appartengono . 

487. Volendo le tangenti » cotangenti &c. degli 
archi summultipli , basta sostituire la fbrmola del 
seno * e coseno di un'arco summuttiplo * a quella 
del seno , e coseno di unVco~ multiplo » com* è 
per se manifesta. • 

488. La stessa fbrmola dei seni , e coseni degli 
archi multipli si può applicare ancora ad esprimer 
per serie il seno p e il coseno di un'arco dato • 

Difatto , si richiami la forinola •••.••• 

fl(«>0(«-2) 

n cQsJ^^^a sen.a-^ — rTT~^^^*^"^^ sen^^a &c; 
tang.ijui)^ t 

n (thi) 

1*2 * 

suppongasi Tarco a infinitessimo , ed n^oo » on« 
de sia nazy , arco finito ; si avrà $€%. a^a j per- 
chè un'arco infinitesimo non differisce dal suo se- 
no, e sarà cos.azz i, nzr»—- *i r=ii— *2 &c., e fi- 

y 

nalmente tf:3 "^ • Sostituiti questi valori » la for- 
inola suddetta diverirà 



Tang. 
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I — ""4- •— TT + «c« 

2 "2.3.4 «•3»4«y«^ ^ 

onde si deduca 

*w^ X 2 «^2.3.4 2.3.4 5.e? ^3.3.4.5. ^.7.8 

489. Di qui adesso è fàcile a vedersi , che deCf. 
ta e la base iogarimmica » si deve avere (n-^ft) (<^) 

^ .^^^ ':::: sen.y ; _ 3 . 

seos.yy e perciò , sommando e^^'^ =: fox.^ 

4- \/-i ie«.^, e lottraendo, r •'^ ^ ' 'sjfwjf— vAl 

Formando la potenza «Z™* si trova .••.^••••« 



e'v V "i =(foj.^ -^ \/ 'isen,.y)^:zcos.ny'\-\/ -istn.wf 

^-nyv - -^^g,,^ y — y/ .isen.y)^=:ros.wf — v/" ^ ^^^' '{T 

La vcriti di queste fbrmole si comprende da 
questo, che non si ^ fatto ai ero , che accrescere 
y egualmente in ambedue i Wmbri del Tcquazio- 
fli precedenti ... (^) * 

Moltiplicando le medesime equazioni(/^ si ottiene 

/ 



* >-..'"" • ■ r^ sen,yj()s,y = — - , e - 

■ ■ 9en,y 
dividendo si trova J~:::tang.y .v. ,...». 

•^ e ^ o viceversa... 



(,^. \/-'4.,-V-^)v/-«- 



^ '^ &C. &C. • - 

5f «. jr 

Pigliando finalmente i logarìmmi si ha •... 

\±:y \/ 'iz=: log.(cos.y±:\/ - 1 stn. y ) = log. cos.y 

-f" log^ ( I !±: \/ ■^— i ^tf«?. jy ) e spttraendo la se- 
conda .equazione dalla prima ..•« 



^^ fcos.y^\/ 'i seny \ 

I — \/-i tang.y / 



equazione che esscn- 

I 

dodivisaper 2\/ -ì somministra jf= J~ 

(x + x/'^^itAng.yX 
• ' I » formola per cai 

l'espressione di un logarimmo immaginario è ridot» 

ta ad lin' arco reale • 

4P0* 



490. Scoi Se nel r equazione jry — .1 

r: /ojg. ( cw. J' + v/ -^ l'/en.y ) si ponga .'. 

ysdt:(im'^i)c ^ dove sia iw un numero intero qua- 
lunque, e r la semicirconferenza del circolo , sic- 
come s^n. e =0 , e €os. e = -^ .1 , risulterà ..•••••• 

db (21»+^) f v -i=/^5.— I 1 e se facciasi y=:imc , si 

avrà /^i;- i =?* %mc\f -^i il che prova , che i: 
logarimmi delle quantità si positive , che negati- 
ve , hanno infiniti valori, de^quali uno solo è rea- 
I(. Per rapporto ai logarimmi delle quantità nega- 
tive ne vedremo la ragione (C4/r. dtlU Log^rìmmica). 

- 49i. Se neir equazione y =2 ~ — ..•«..••.» 

/i + \r^ tang.y \ ^^ ^l 

%•■ I 7= j si ponga \/-if4»j:5f5r^, 

\i ^ \/ '1 tangy / 

siccome sifia log* \7~Zj ^ ^z -|*"" ^^+T ^' 
a I /'+«^ 

3 5 7 

Facciasi ^ :=: 45.^ , e sarà — ^ — -i.— — -|---- 
I i . i 

— — +— — ^ 4- &c*> che è la^ serie trovata da 
7 ' P ri ' 

Leibnìtz'^r esprimere il rappoftg~del diametri 
alia circonferenza del circolo « Ma j^'eìu supposizio- 



ne di jf =r45.«' si hay = ^ ^- /t»f.,^^ ___ ^-J 

' Dùnque se si moltit^lichi sótto ,• e sopra per 

_ 4 . 

X -f \f-t si avrà clrconf^ = •'■^ fcj;. U^— i == 

(\/— l) /og."^! ^" 

aloe. — = 2 — ~""" , ed è questa la celebre 

fermòla di Già. Beraoulll , per cui la circonfe-. 

rénza sta al diametro =: a, cotte /<^.— i : v/-^i • 
4J2. Tetr. Irit^rii triangolo rettrlitteo sta la sdm- 
ma di due lati qualunque alla loro differenza , co- 
tte là ungente delfa sertìisotiltiia degli àngoli op- 
posti ai due làit scelti, alla tangente, dellisemi- 
^ifkKnsA dei medesimi angoli . Dtnmtras^one i 
Sia il triangolo ^BC ( Fìg/ 8.*) , e si prendano i 

ìttlc^B , B€ i Si ponga ^-^ =1 ^ Mie . ^. 
sHi 9aràC= Af-j-^. ed ^=i M^tii per- 
ciò ^5: «C;: *e«.-(M-^-:^0' fe»'(M-^7^ì ò sia 
v.sen.Meos.7{-\-cot.J^seH.^ti'n.Mcos,'ì^-cos.MseA.'l!i» 

Dunque ./f B ( sett. M cos. T^—'COS. M sen. 1^ ) 
=rBir( tea, Ai COS. ij-J^ COS. M seti. V, ).. , ovvero 
(^B—BC)se».M cos.T^s (..yiB-j-BC) cos.M sen-X , e 
divìdendo ambedue i membri per cos. M cos. 2{ » 
e riducendo si ottiene , 

sen.M sen.1^ 

sen. 
Ofa esitndof '"^rrr ntangp , si avrJ^finalt^eqtCré.-A 

l^BJ3Cyrdr^Mkò^^Kl^SC)tangJì^^^ ttavc rfxfechicte 



m 

tang. !._; il che si doveva dimostrare ^ 

••:.. -2" > • ' ^^''\ . 

4PJ, Proé/. Dati, due angoli z j y IT dimanda 
r^prcssipne di seti^z sfn^. cps.z cos.y , seif.z cos.y ^ 
sen.y cos.z . ':,...., 

SolHzioneiVts il pr9blfma(n,47p.>i ha V«f-(2*y)= 
couz cos.y q^ xr»»J2; xff^|«^ je due equ^ziopf compre- 
se in <]tuC9U form?!» -st* sottraggano r « si avrà. 

sen.z seny sì " ' TyTTT^T^ •..Si sgqmainQ ^ , 

e sì avrà ct^.z cos.y z:z ' ^ ' ^ '-^ ''^:^ ^-^^. . 

^ . ^ h ^* 
Pigliando adesso la formola del seno di zttny 9 

si ha sen.(z:^)=: sch.z coi?^sémy còSìZiSèttiXthndo^ 

,»-•,. sen.iz-^)'\- sen.(z—y) 

come sopra si k^s€n.Z€Os,ys^ — :—": "'—"• 

xe«.(«-|--y)— S€n.(z—y) 
e sottraendosi ìatX0s.zs(^^s^^ — : — 7T^, 

494* Sia I.? «=:^ ---^ ^^ ef si avrà m^ttn^yl 

(I A* I— r^xlx 

Quindi si deduce seiu "^xsY '^ —z<^ot. x ' ^ ^^y— 
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_ V 1+f^ diesc ber— si ponga * , si avA. 

sen. X. yÉ^ ; e cos.x^^'^Utìl '. altro 

facii modo di trovare it seno, ed il coseno di un^ 

arco duplo ., e sudduplo . 

- 4P5. -SiV-a.^ z^y'^ tf » e :«— 7=:6, 

ilfé >^~*v ... 

csaràz:!:-^-' — , ed jf rr"^ :'-si sostituiscano. 

questi valori nelle fòrmohe troràte di sopra , e ro- 
ircsciando i membri sFavrS ' ' 

cos.xi -f cds.b 7^ i rdi/-^*-^*^ cos. ^ 

2 ^ 

4P<J. Nelle due prime formole facciasi rtrpo.", 
è nelle due seconde fecciosi • ^ == o , e si avrà.,» 

^ * * f V j 

— I . ■ ' I 






i-j- COS. a =:z COS. * ^a ; i*^co$. am a sen.*— a , 

oodc per la divisione si ottengono i Teoremi, che 
seguono 

I -j- COS. a "^ cos.^^a, 

i^cos.a=' 17n7ÌJ : Similmente si ottiene 

sen.a-^sen. b (tf— é) (a^b) 

sen.a^stn.b = ^^'«- C ^+^ ) '^^'- ""7^== ^^«i^- ~7^ 



cos.u--^cos.a 2 ' tanè» ' ■ ■ ■ -^ 

sen.é—^sen.h ^a ^3) * 

ten.n^^semb - (^-j-^) 

coj.^ — cof,a T ^^^ " ^"^ 

w^^foj.^ = ^**^-~T~^<^^~7~3 e di qui 
srn.a-j'sen.b eos.h — cos.a 

scn.a-^senkh cos.a^os.b (^«.«.M* 

sen.b—5tn.a ^ cos.b-^cqs.a ^ ^^'; i ' 
sen.a'\-sen.b cos.b — cos.4 (<'+^)' ^ 

sen.a^senT^cos.a-fcosJ "= ^"^^ ~T"" 

- ; Y , . ' : .4p;, 
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497* 'f^ohl. Esprimere eof.nz per senì,e coseni óìy. 
, Soluzione • Si parrga «=90.**— ;y ; sarà rox. ««r tos.M 
(po°— ^)=f<>^ fh9<^^c0s^9^^cn.n.9o.^sm^ny. Si faccia 
iuccessivamenceit=:i=zz:3 &c; e si avrà . 
€os.z=:scn.y;lmuiZs:—^en. ^y ; c{fs.$zz:sen.sy; &c. 

4p8. l^ro*/. Esprktiere-le potenze di coseni per cose- 
ni semplici . -- ' 

Soluzione • Sia cos.j-}- v/— i sen^y^r^t cos.y^.....^ 

\/I^tsen.y^ «nde «ia 2 rd5-5f=r+^,ed rrn • Sì ^vrà 

u(» — 1)' 

X 

»"c(»i.y"=(*+»')"-.'''4-»*""'''+ — T — s''-*r' &c... 

2 

e dividendo la somma per 2 , 2^ «ry'^s:,, ....„..,„,; 
I » • »(« — I) 

n n(n — 1) 

Con questo si può sciogIiei*é il seguente • 
TrobL Esprimere sen.z^ per seni , e coseni sempi 1^ 
ci . Difatto se fecciasi « =: po.^— y, si haxf«.sr= .... 
5^11.^90.® — ^y)^: fory, per il che, lattosi riduce a so-* 
stttoire nel i.^ raeml?ro dell' espressione di cos. y" j 
sen.z in vece di cos^y , e nel 2 * membro i valori lei 
seni degi i archi multipli • In questa guisa si ha«.««*««*« 

45e«s^=^je»3»+3^^«si8 jf«s^f0X45-4fW2«-{- ^c. 

4pp. Sciolto n /¥bé/. Trovar k funzioni di un 
aito dato 9 resta d^ sciogliersi il probi, inverso 



so ; OatQ il s^np^ p U coseno , o ia taogisntje 4(c« 
di uj} arco )' trovarne ja Lungl^ezza f 

yoo. Pro6/. Dato il «©no , o il coseno , la tan- 
gente ^ o la pot^geme di un'arco xroyam e ]^ .^a 
lunghezza • 

Soluzione . Per rapporto all'arco , dj cui sia dato 
il -seao , basta «salil'e all'espressione dì fen.y tró- 

y 

'"^"^ T^ &c. (X) , e da questa per il metodo 

^ inverso delle serie dedurre jf = sen.y + !!^ 

i.4.5 3.4.5.7 
Operando nel modo stesso sì ha la lunghezza 
dell'arco, di cui è dato il coseno, o per maggiof 
brevità si può questa ottenere per mezzo della for- 

mola cos.^ \/i-— w».* . 

joi. Venendo all'arco, di cui è data la tangente ^ 
prosai a ibrmola 

.■■•I _: " — &c 



y2 ^4 .^t? 



2 +2.3-4 «-S-^ 



&c. 



^.4.5.5 

Si moltiplichi per il denominatore , e si tcas» 
ponga dinuovo ^ e sì avrà 

pongasi jr = ^t^^t^-^-^Ct^ ...nt^ yt sostituendo i 

Y 4 va- 



344 
valori delle potente cTjr nella formòla C2J » e de* 

terminate le lettere ^9 B^ C n, si avrà 

I I 
Azz I , fl =3 — "^ Cs "T &c. , onde sarii .; 

3 5 7 

e di qui si avrà fàcilmente la luoghe^ea deir^fr; 
co» di cui è data la tangente • 

Nel caso in cui sia data la^otagente si avrà^ 

I _ ? 5 7 _ 9 _ 

w* " 'T — •■ "'"^ -|- ^^ "^ •— • ~"^ -4- ^^ "* &c» 

tang.y tangJy tang.^y tang.^y tang.^y 

Per i numeri ("5) , e (5) del ».4f9. si avrà Ia„ 
lunghezza di uqVco 'di cui sia data la segante , ó 
la cosegante . 

S02. Applichamo adesso fa formola (K) alla ri- 
cerca delta ragione d?l diametro alla circonferen- 
za circolare. 1 

Si ponga go.'^sjjf , e sarà seny --- ,c perciò. 

Questa serie moltiplicata per 6 deve esser uguale 
alla semicircoofèrenza ; élla è la seguente •..„••••• 
Che. 1 9^ 15 , 

"7^^3 +p +7^;? +2Ti7-^^ ^"^^ 

503. Ma perchè questa serie; sebene assai con- . 
\^ergente, non è abbastanza comoda a calcolarsi, gio- ' 
va trovarne un'altra ♦ Pongasi >=?4J.** =: a-^-b : sarà 

tang.a -f- tang^b . 
I4«g.(*+6)5'i='7:-,— -^; Quindi ne 

i; > • le- 
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segue I — tang» a Ung. b =: tang* « >|-. tan^ ^ * ^ 

.1 — tang,b i 

*'?'«•*= (a»g.b-{,i ' 5'aadcMO mg.b = - .e 

sarà tang.a cr 7- ; perciò .».. «-J-i s jr =s 45." =s, 

/ r _^ _»_ ^_ 
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i r3^"^5.3^~7-3^*'''* 



so, 7853981^3397448; 9,d^oflde si ha fiaal- 
mente la circonferenza circolare di cui il dia* 
metro sia ;=: 2 , espressa come segue : ••«••••••«•^ 

€irc. s; 5, 2831853071795854 • , 

504. Per compimento di questa Teoria » rimane, 
dà esporsi il celebre Teorema Cotesiano. 

11 Teorema di Ruggiero Cotes , dato alia luce fra 
i di luì Opuscoli postumi da Roberto Smith , di 
lui successore nella Cattedra di Cambriggia , è del 
tenore seguente . 

Se si cerchino i fattori del binomio 4^4*^ > ^ 
essendo un numero intero , dividasi la circanferen^ 
za di un circolo ^BCD ( Fig/ 4, ) di cui sia il cen- 
tro in Oy in tante parti eguali y^-fi,5C , CJD,/)E, EP &c. 
quante unità si contengono in 3X , e da ciascuna di- 
visione si co;iducano le rette ^T , BP jCPj DT &c.* 
a un punto qualunque 7 del raggio 0/^ prolungato se 
occorre. Quindi , posto OiAiza^t (yp=:x , il pro- 
dotto di tutte le rette ^P ,CP,^£P1&c. che appar- 
tengono iille divisioni alternative della circonferen- 
za^ sarà eguale ad 4^ •^x^ ^ e se ^ cada fuorf 

del 
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'idei circolo , sari egùle ad x «-^ 4 ^ . li pmàatm 
to poi dell' altre rette pariioeflte 'alternative 

BT\ IXP , FP &c. sarà = a -f- -^ ^ *^ ^^ dimostra- 
zione di questo Teorema fu dall' Autore soppressa! 
é-^Smi(h "ik)tt «efipi Supplirla • * * . 

M. Peraberton ne diede una in appressò , ma 
complicata oltt^modo,' e quasi inconcepibile • 

II Cft. Moivre^ per m^zzo delle sue predilette 
serie rioorrentì «e addusse un'altra ^mostrazione» 
ma neppur ess» fu abbastanza naturale » f dirètta 
Successe* Crio.Bemoul li,. ed insegnò a dignostrarla 
in altra forma, che si può vedére nel Tom. 4. delle 
sue òpefc pag: 67. Ma ch'il crederebbe ? 
Si serve egli per 1>ase fondamentale di tutto il suo 
nrzfociflio di una fomiolà da lui esposta negli At- 
ti di Lipsia all'an. %joj.p. 171., ma senza prin- 
cipio alctino di prova • Noi questa la esponia« 
mo nel seguente- 

X E M M A. 
^505* PkJsto iì raggio ìlei circolo^ ì, la conia 
di un'arco dato zza, h corda di un'arco summuU 
tiplo r;g» dndc siala còrda del suo supplemento 

== 1/4 ^^ z^zzy sì ha (supposto che si debba di- 
videre un arco in n parti eguali ) , l'equazione ge- 

1 „., (''— ^) (»— 3)(«— 4) 
ncrale a r: «y" '— . «y°"^-h ^j/*"» 

• ^mostrazióue . Col raggio ^G sì descriva un 
«fWicircolo ^CEF (Wg/j.)^ e sia dato un'arcQ 

qua- 



•gutltiiwjpe ^B di cui I^ corda shzza; la corda 
del ^uppkiiie'ntò ISF shrdVy il raggiò uTp .'ri: :iy e 
la corda di uti'àtco multiplo ^£=:x^ efiwaimen- 
te il suppicrhencodi questot^jf . Ledire'cotóeu<«^ 
BC essendo cguali,sccooduca§i il raggio j9G, i irian- 
goli simHi u4BC , BGF dannò j'BG\i) : BF (b)iiAA 
(a):^C =; 4b c^rd^ di ijn'jirco. doppio • -^ ^ • ^^ . . 
Per trovar rcsprcssione di u4Dy corda di un*arcd 
triplo, si consideri il quadrilatero iscritto nel sem- 
tncnto^CD.. e si avvìBC. dQ-^^M .XOt^^ySO^ 
e di.qtti .*/f/)r;4é^-*^b eguale aUa.CQfda 4i»Pf^«'^. 
tripJo d< /^ìS-ia corda di wUreo qàfiàrijplo *^^ sì 
ottiene dal -quadrilatera -^<:/)J£ per«vt««cfcdcU^'equa* 

deduce v^£ r: aér^— lai . - -; 

Proseguendo lo stesso ra«(QC46Ìo si trovano-i^ 

fonnoie seguenti per le corde di Warcio ^uiptOi-» 

pio 9 sestuplo &c. , e sono 

ji=:ror.*di arcsenipL. ^ 
4^ z: cor/ di are. doppio . 
4i^— /x r: c^. di are. jcriplo . : 
rtA^ — lab :=t cor. di are, quadfuf Iq , 

<iA*-— 34*' =r cor, di are* q4in triplo ^ 

fl//^-— 4iié^^34Ì z= ^or, d*ftrc. ^st, - 
rtA<^i-rìj.4^^H|^(f4i*'— *4^ 4m:v tre. SCtt. ' :^ ; 

&€• &C &C* 

Da queste pai si deriva la formola generale 

(ji^a) (tt— 3X^—4) , ' 

oc^b"""'^ tfi""^+-^— — 7 — ^ oi^-^M^.. 

•^ ^n-y ^ gj,^^ g^^^ dover 

rappresenta fa corda di un'arco mulitpio di^ua* 
Junquc oridioe. 

Ora 



r 



'34* ._; 

-^ Oca in questa Eirmola si ponga e =: ^ , \/ 4-^2' 
sb,:=:y,t ed az^x y t si avrà ìi formola della 
^rda di uo^arco summulciplo qu^I^que <••••» 

che é la formoli proposta à dimostrarsi . 

J. E M MAIL 

yo6. Il coefldciente del secondo termine dì un* 
equazione qualunque è uguale alla somma .delle 
radicf; 'il! coefficiente del terzo termine è uguale 
alla somma *dei prodotti a due a due delle medesi- 
me radici ; il coeffièiente del quarto termine è ugua- 
le alla somma de'prodottì a^tre, a tre delle ra*' 
<ffci , e cosi in seguito , finché si arrivi all'ultimo 
termine, H -quale è uguale al prodotto di tutte lé 
radici insieme . - . ^ 

Questo Teorema appartiene propriamente alla 
Teoria dell'equazione , ed ivi ne daremo una com- 
pita dimostrazione; Intanto eccone una prova moK 
to semplice, e' chiara. ^ 

Se facciasi il prodotto di hJ uè fattóri lineari.qua^ 
lunquc (r±:aXxd2k)i il risultato ^*db(«+*)^>*±45 
fatto eguale a zcpQj può rappresentare qualsivoglia 
equazione di secondo grado , perché ^t b essen« 
do quantità indeterminate possona ricevere qua- 
lunque valore. Nel modo stesso moltiplicando in- 
sieme tre- fattori lineari qualunque Uctrf) (JcdbA): 
(rdbc) il risultato' che si ottiene ;r^ db(4-f-^HhO ^^ 
-^(ab-^ac^-j^be) x±ab(: posto eguale. a zero, per la 
ragione addotta può rappresentare qualsivoglia equa^ 
zionè di terzo grado ^ Moltiplicando insieme quat- 
tro fattori lineari {x±:(rXr^XxdtzcX^dtd) , il ri-^ 

sul- 



si)l tato <;he t?ì ptticne x1^ {^rh *;^.<l H^ ^^ -+? 

x-j-abcd . può raprespntaff!-<iual-unque equazione di 
quarto 'grado^ ed io - g^n^alc ^;rnpItjplicaGdQ ip? 
sieme un numero nt di fattori lineari,. fi ha chela. 
funzioiie; .:rl". !±: < 4,4- j& 4^ r^ d &,c. ) x ^"'pir 
(rf^-{-<ir+6<r-.&c,),:r'"'"V&Cr -f.^ può «ppresentare 
un^equazione di [qualunque ordine . Òra^osservaodo^ 
le fornjpié trovate si vede,; che il coefficicatedel sen 
<;ondo ^ termine è uguale alla-som^na de'$ecpgdi>ter- 
qiini dei fattori. lineari ,comp'Qf]yqnj:i j che Jl coef-.. 
ficicDte <lèl ter;eq è uguale Sqcjr jtcMa Cali secon- 
di termini sono le radici della funzione risultante^ 
posta, eguale .a zero , perchè adoggetto , che det- 
ta funzione sia uguale z %ero > con^^iqne che. uno 
almeno .de' fattori componenti sia tale; e siccome 
non v'è ragione, per caiiiuno di essi piuttosto che 
un'altro d^b^ta^essere uguale a zero, ed inoltre si. 
sa. d'altronde che *le radici^di un' equazione, sono, 
tante, quante sono Ierunità:.che si contengono nel 
di lei grado ( Teoria deir i^qmziont) è chiaro che 
ciascuno dei secondi termini de'fattori lineari, è ra- 
dice deir i^quazione^ da jessi composta,. e. perciò si' 
cpncepisce la VjC^iti &c. &c. ' 

^Passiama adesso pila dimostrazione.deFXeoremji»* 

507. Nella formpla 1 ^3: ^""f.-.— — 2y"*^ &c* 

pongasi tfihd si pónga cfoè, che tutta tìi cftrcon- 
ferenza del circolo, ò' il 'dóppio , è il triplo &c. 
si debba dividere in » parti'. Sarà , -dividendo 

per « , o rr^J^'^-T-jy.'^-^-f ■ " > ^^»ft 



ì 



equazione le, di cui radici >, o y/^f^z^ ^ ifeifer- 



mitiart ! ^!on dt * , /fìorda' de!P àrfco ffumfauftf* 
piò, ma la corda inoltre dell' arcb dd|>pfcf', tri- 
plo &c. perchè talf afcSi sono parti' slmili della- 
cvconferenaa , » o ;S6mpliee ella sia » o dóppia , ó 
tripla, ftc. * *' - 

508. Di qui oe sicgue , che stVéquizìcmt snd^ 
detta riducasi fn z , con Costituire 4— iè* pcrjrf ^• 
e si concepisca iscritta nel circolo un poligono 
regalare di n lati , le radici della trasforrnàta deb'-' 
bono csprinneré il xjuadraco , e del laro del f^oli- 
gono , e. dF ciascuna diagonale • Sia per esìempio 
n =^ 7 , cioè sia iscWtto nel cifcolò un Ettagono 
fcg^lare . ' / • ' ' ■ '•' 

t' eccitazione nnfivérsilei in jtsaiijy*— j.V^^'tfy* 
— t =2 p , èhe posto 4--^^ per y^ y diviene t^— 
7^^-f" i4^*"^7 ^ ^ equazione di cui le tre^radici 
disuguali rappresentano "11 quadrato del -lato dét 
, poligono , e di ambe le 'diagonali Cpoichè ricirÉf- 
tàgono vi sono due dóppie di diagonali tgùaii ).' 

Il quadrato del laiò-^ia =: p* , il • (quadrato della 
diagotrale minortiri^^e il quadrato dtlia dràgdy 
naie' maggiore r:: r' ; \ì àvrk (^Lemma li. ) 

5op. Ma ,per maggror chrarewa^ formiamo duo 
TavdFe ih tìii iiehó espfésée P equàgiant ttasfclc- 
mate in z . 

, T A V^L A h 

J^irjfiquazhultrajforjafate in ■. ^^ 

.. " ii jf^ .impari PS .... ;-'.^ . . /; 

/nrf.ì /«*-?»;;:;• o,, .; . ' .; . ,^ ...,'., 

• . &c. &c. &c. &c; TA- 



& 



TAVOLA n. ^ 

ùelVeqiéMiwi ttas formate m tftt i' valori 
• di ti pati i, 

jTtt tifilo £ f «»--'8;2:^4-^^^— ^o«* 4-"J-<>' * 

&c. &c. • ^* kc. Ac. .^ 

519. Da queste due Tavole si raccoglie, che 
gli ultimi termini dell' equazione ìa t néir ipo*. ^ 
si di n impari sotto sempre uguali ài valor di w , fe'/ 
che ne sono- la metS , neiripotisi' di n' pari', ^t- 
può dunque di qui concludere ,' thè ih qualstvò^^ 
glia poligono regolare di numero itnpaA di '^fi.[l^ 
prodotto del quadrato di ufio de auoi'fàti , e del'* 
quadraq .di'lutte;. Jp diagonali » insitnie ^ compre- 
se ne] semici.rcoloi ò che è lo stesTO^t» U prodotto::, 
di tutte le diagonali del poligono intero , e di due 
Itti iosieBie , i uguaie al raggio in^ilsatp act ana 
potenza espressa dal numero de Iati dei poligctio» 
diminuito di un'unità ^ e preso tantejvolte , quiri- 
ti sono i suddetti lati , cosicché , '^e t^roumorcf^ 
sia 2i»-f-i , ed il raggio ;=; 4 , il divisato prodot- 
to di tutte le diagonali , e due lati risuln ts^^ 
(29f-pki) 4^"^ perchè nell' equazioni comprese nelle 
dtié Tàvole ^fctédtrtftr ,- siéconìe sonór geometri- . 
dir , fò d' ttòpo;^titU!re In ciascun termltte le 
opportune potenise del raggio . 

yri.Cón ègual fedlità si vede ♦x&t" nei poH- 
gonì di numero pari di lati ^ il prodotto divisato , 
pt»to ftm il numera de lati 9 deblx'ettere 3: wj*"*"^* 

Volendo cobipùtare anche il diametro fra le dia- 

go- 
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gonaK 9 basta ntoltiplicare il prodotto nm ^^^^ 
per lA , onde avere ima^"^"^ • 

512* Il fin qui detto si può esprìmere in forma' 
di Teorema nella maniera seguente • 

Teor. In un poligono regolare qualunque , che 
abbia un numero di Iati =: n , essendo a il raggio 
del circolo circoscritto, il prodotto di tutte le dia- 
gonali > e dì due lati contigui è =: na"""^ . Su adesso . 

LEM M A- 

jij. Se in un circolo *^CF di cui O sia il cen- 
tro ( Fig. (5.*) conducasi una corda ^C airestremità 
del diametro. 1.ÌF, e da un. punto dato P del dia- 
metro i sia condotta una retta PC, sJ ha ?emprc 

Dimosirazione ; Abbassata la perpendicolare CI 9. 
si ha TC* =: .^C*47..iy*— luf Ru^i =: ^C* -f. ^^fP* 

OV 

Da questo ne «egue che estendo condotta anche 
la corda CF del supplemento de,e risuiqu-ne .....^ 

OV OT 

TC»= FP»— -^ . CF'=: //P* -{--^'^C , come 

OF 
pure (PC* — /^» )-^ =5 AC* , e (— .PC»+FP») 

OP 



OF I5J 

-Tr-=: CF'; ^finalmeatc deerìsuftarne CFP*—- /^*) 

ÓF 

J14. Poste queste premesse , sia, come sopra > 
UCz=.^^ CF=:y OAzzOF zz i yOV zz Xyt^ inoltre 

TCrrt y .^=^1 — r=g , e sarà s' =: — (^^— ./)\ Si so- 

stitufsca questo valore di' js^ nell'equazioni delle due 
Tavole di sopra esposte ,"^é conservando i termini 
primo 9 ed ultimo ^e trascurando gli altri necprover« 
ranno le due Tavole seguenti • 

T A V O L A IH. 

Ter n imparj . 

( (7'' -7 «■-'=• 

_/' 2/» I 714 

/»=I2 /" 1 I II 44 77 55 '^ 

V \7^''°"-7^"''7^' -7s'tPì' -7è''i ^=^ 



&c. &c acc. 



TA- 



^^^ TAVOLA IV. 

Ter H impari. . 

/- «/i I <f IO 



(S 



I 6 

3* ^^"^7 «'•^4^ 



(S / I I 8 21 20 

(/iri2 /i I IO 35 5^ 35 

&c. ^ &c. Sic. 

Si pongano negli ultimi termini esistenti nell* 
equazioni delle due Tavole precedenti jn vece d«I- 
le potenze ài ^ le potenze del valoee equivalente 
I — x-\-x* , e si avranno le due altra Tavole > o^d 
seguono , 

TAVOLA V. 
Ver i malm 4^ n impari . 

|/» = 7j/i 7 J4 



(&c. e 



&c. Sk^ ' TA- 
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TAVOLAVI. 

7<r i valori di n pari • 

(^x^(^ 8 21 so 



IO 



515. Si oiservi adesso $ cbe nella Tavola IH» 
gli uhitni termici delT equaz^ione rappresenEaao il 

I 
prodotto di tutte \t radici 7 i" ( Zewiff^ //. ) t 

cioè di tutti 1 quadraci delle lirite f^cofìdotte dal 
punto fisso PI ciascun' angolo del poligono, com- 
preso nella semicirconferenza , divìso ciascuno di 
tali quadrati per .r , che è Id sfesso , rappreseli* 
tai^o il ptodotfo delle diagonali coriddttfe a dàscuri^ 
angolo del poligono intero , eccettuate solo quelle^ 
che sonò Cotìdótte agli àngoli contigui al diatttctróv 

. divisa quindi ciasciititf di oali diagoaali per \f x^ 
sia divìso lo stesso prodotto pc^ k , inalzato ad 
una potenza espressa dalla metà del Bumero delle 
diagonali divisate . Con questo apparisce i che> 
traHUi^ati i ienomioatori ;r , x^ , i? &€r ^ che di'- 

Z 2 vi- 
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vidono t^ 9 t^ 3 t^ &c. da una parte , e dall'altra 
questi stessi denominatori , siccome dotati in ogni 
membro della medesima dimensione , rimarrà it 
prodotto mentovato di sopra , che è rappresentato 
dal primo membro dell'equazioni della Tavola V.', 
e VI. , moltiplicate per la massima polenza , che 
ha X ne' suoi denominatori , rimarrà , dissi , •.••... 

=; i4-^^+^+^^-- +•*"*"* > P^^ ' valori di n im- 
pari , ed z=: i-j-j^-[-jt'-j-jr^ ... -J-at*"»""^ per i valori 
di n pari , essendo nel primo caso .2i»-j-i il valo- 
re di n ^ ed essendo 2W nel secondo • 

^i6. Per ottenere adesso il valore dei due prodotti 
completi , che nascono daUa moltiplicazione di tutte 
le diagonali del poligono , essendo n impari, si mol- 
tiplichi il prodotto delle linee !PC per quella, che 
rimane , cioè per P^^: i— a: ; Con questo si avrà 
(i-fA-rf^'-fjt^ ... -fx"™) (I— AT) - I— jr'™*-' , ed 
essendo » pari, si moltiplichi il prodotto delle li- 
nee TC per le due, che rimangono, cioè per P*^/, e 
TEi sia per (i— A:)Ci-f-^) =: i — -V^In questa guisa 
si ottiene (i-f^'-t-.r'^-f x<^.. +A-''""')(T-.r')=:i— ;r'™. 

517. Daquc«cnl:ime due equazioni si raccoglie 
adesso, che dato un punto nel diametro di un cir- 
colo , s^e conducansi da esso agli angoli di un po- 
ligono regolare iscritto altrettante rette , quanti so- 
no gli angoli, detto n il numero de' tati , e la di- 
stanza del punto dal centro =: Xt si dee avere il 
prodotto totale di tali rette n: i — x^ ^ e questa è 
la i'* parte del Teorema Gotesiano • 
• Per dedurre da questa la seconjia parte sì divida- 
no in mezzo gli archi sottesi dai lati del poligono 
iscritto , e si concepisca un nuovo poligono di 
doppio numero di lati% ed a ciascun suo angolg 
si eoaduca dal punto 7 una retta • Il prodotto di 

esse 
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esse dovrà essere =: i— a:'" ; questo sì divida per 
il primo prodotto i— r° , e ne deriverà il prodotto 
delle rette prese, alternativamente n: i-^x",e que- 
sta è la seconda parte del Teorema proposta . 

Applichiamo adesso la Teoria alla pratica, e 
prima di tutto vediamo, come si possano calcola- 
re i seni , coseni &c. 

518. Metl. Siccome i seni, coseni &c. da perfi- 
no a i£o.°sonoi medesim;,che.daoàpo.°eda i8o.* 
finca )6o.^ sono i medesimi, che da o fino a 
180 ° a riserva del segno , che è negativo («.472. )f 
tutto il calcolo si restringe intorno alla ricerca 
de* seni , coseni &c, di un quadrante di circolo . 

A quest'effetto mi fo ad osservare, che il rag- 
gio essendo — i , l'arco di 45.® è ( ». joj.) H*.... 
<5 * 7^539^1^3397^^9} ^ e perciò ,. che l'arcq 
di i" esser dee — o , 000004847 &c. Quindi sic- 
come un' arco si piccolo è quasi uguale al suo 
seno si può prender l'arco di a!', di 3'', di 4''&c. 
per il seno respcttivo dell'arco stesso , finché si 
giunga ai minuti primi, dopo di che , si prose- 
gue il calcolo fino ai gradi .per mezzo delle for- 
mole sen.ta zz 2sen»a cos^a^t sen.{a'\'b)zz sema ros.b 
-f- sen. b COS. a , e questo si continua finché siasi 
giunti al seno di 30.^ , il quale dovendo tsstrt 
uguale alla metà del raggio , presenta un punto di 
rapporto, con cui verificare il calcolo precedente . 

519. Calcolati cosi i seni, coseni &c. fino a 
30.° , si trova seru ( 30.°-}-^) :=: jew.30.® cos. b -|- 

I I 

scn.b COS. 3o.°:r— fw.é-f- — sen.b \Ji ,'ovvero » sic» 

I I 

come stn. (3o,**'-^i) è r ~tos.b——stn.b\J 3 ,si 

Z 3 ha 
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h^ sen. ( 30,° + b)^ sen.(iQ,''^B) -f- ien.B\/ 3, , 
di dove si v^di?, che conoscendo i seni da o §- 
no g 30.^ , $i possono calcolar faciiroeote i seni 
fino a 60.° 

S^Q» Quando siasi giunti, -al ^cno di ^o.<*, sic- 

I 
come si ha in generale sen. ( 6q.^ 4"^) - — 

s(n.b -^— rox* & \/ 3 , ovverò, per essere .•.,..„, 



5f ». ( (5o.*--*) =: ~s€n.li -^—cos.b \/ 3 , , 

sen. Cdo.°-|-J) =: sen. ( 5o.® — ^J) -f- j«i. J , forinola , 
mediant;e la quale si ottengono I seni degli archi 
tòaggipri di 5o.° fino a po.^ dopo di che rimane 
CQmpito il calcolo .. 

51X. Met. 2.*^ Conoscendo il raggio di un cir- 
colo > in virtù della Geometria sì ha il lato del 
3Viadrato iscritto , il lato del pentagono , il lato 
eli' esagono, e 11 lato del pentadecagono ( Vedasi 
h Trigonometria del P. Tacquet ) . 

Conoscendo questi lati , si sanno per consegucn- 
%% i seni delle metà degli archi sottesi, cioè si sa 
iT^seno dì 45-'' di ló."" di 10.' ,• e di 12.^ Pqc 
inezzo dì questi seni , e del raggio dato si trova 
il valore di tutti gli altri seni con prendere succes- 
sivamente i seni de' complencienti , i seni delle lo- 
ro metà, e cosi sempre, finché si può. In que- 
sta maniera dal seno di iz.^ per mezzo della fon- 

fnoia COl^s \/i-^xw-> SI diwJuce w. l^.^ :::;; 
xffw.78-*^; Dal jew.yS.^'si deduce(».48o.2.^>ffw.39.'' 
sen. ip.° 30' , sen. 5».° 4j' . Pi questi se ne pren- 
dono i coseni y e cosi procedisi, finché si può ,' 

pi- 
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pigliando sèmpre i seni delli metà degli al^ehI^di cui 
si-Kà*'it seno, ìscbI dei complenTcoti tinto deglt 
archi dati , quanto ddle lóro metà &c. &c. 

5 22. In questa maniera si ottengono i seni de. 
gli archi compresi fra 4J'» e pò.®, che non dif- 
feriscono fra di loro i che di 45' ; Per trovare i 
seni degli archi intermedi si chiami in soccorso TAp 
nalogìa seguente , la quale suppone » che si voglia 
trovare il seno di un'arco mei io ff4 due archi da* 
ti , che non differiscano pii^ di 45' • La differen- 
za degù archi dati, sta alla drflFerenza deir^reo me- 
dio , e minimo , come la differenza de seni degli 
archi dati , alla differenza de seni dell'arco medio » 
e minimo ; da ^esta proporzione i che si vede ma- 
nifestamente esser prossima alTesatre^Ba , si deduce 
la differenza de seni dell' arca medio ,- e miftiina » 
e questa essendo aggiunta al seno Aelf arco mini- 
mo , somministra il seno dell^ar^o medio • ' 

52). Sapendo in questa maniera trovitré il sena ' 
di un'arco medio si operi come segue . 

Fra ciascuna coppia di seni trovati col Meto- 
do !.•, e che sono 120, si trt)vino i seni é\ due 
archi medj , che differiscano fra loro , e fra i seni 
principali di 15' ; Dipoi fra ciasoiAa coppia di 
9tni cosi determinaci si trovino i seni di altri Alt 
archi medj , de quali la drfferenza comune sia di ^'. 

Finalmente fra ciascuna coppia di questi seni si 
trovino quattro seni medhdi&TBnti èra loro di un 
iHfnuto , e si atrànfifo cosi 5400 seni » cioè scììt" 
degli archi di un quadVaeto successivaoHmce mag- 
giori di un minuto • 

514* Aier^ jé Nelle serie f che esprimono ii sf- 
no , e il coseno di un'arco pcv una fi^aione dell* 
arco stessp > e* che ;oiio 

Z 4 sen*f 
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^'^^ 2.3 "^2.3.4.5 2.3.4. j. 5 7~»^2.3.4.5.d.7.8.p ^* 

^^'•^ " ' ' 2 *"3.3.4 "^ 2.5. 4.5.5 ' 2. j. 4. j.tf. 7. 8 "^ ^* 
detto a i( quadrante del circolo , ( che essendo il dia- 
metro = 2 , si sa (§503.) essere = 1 , 

a 
$70796$ zójp^S^ó &c. ) , si ponga — in iuogo d^, 

ed essendo m uii numero intero qualunque » le serie 
trasformate . 
a a a^ a^ aT^ 

^^* m "" wi"^2. 3,»f^» 2.3.4.5 w^ 2.3.4,5.5.7. w' "« ^* 

m"^'^ 2w*''"2. 3. 4. m"^ 2.3 .4.5.5. iw^'^2.3. 4 ..8.w^. ^ 
somministreranno il valore di qualunque seno , e 
coseno in parti di raggiò. » e per conseguenza il 
valore delle altre funzioni . 

Per vederne un'esempio, cerchiamo il seno di 
30.^ Fatto i»=:3 , e sostituito il valore di a , colle 
opportune potenze , si ha 

yo, 523y9877555>8iPP\ 
sen.io^ : =0/0, 000327953194428 l=o, $z^ 9 267^6^^019 
lo, 000000008151255/ 
p , 000000000000035 
_/o,o23P245p5203P35\ ^ 

lo, 000G0214071P75P I ^^ «>^*^y*v/^py4^v/iy 

V o , * 0000000000203 15/ 
^ 5 come si sapeva . 

$2$.^ Scoi. DalPispezione dei Metodi esposti si . 
raccoglie adesso, che le funzioni circolari non si 
possono calcolare con esattezza • a motivo d^Ue 

ra« 
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radici Irrazionali , che s'incontrano , e del rappor- 
to approssimato del drametro alla circonfesenza di 
cui bisogna far'iiso . L'unico espediertte , col qua- 
le si può correggere V inesattezza , è il dividere 
il raggio del circolo in un grandissimo numero di 
parti.. Le Tavole, che noi soggiungiamo sono cal- 
colate nell'ipotesi , che il raggio sia diviso in dic- 
ci millioni di parti . 




TA. 



:6a 



Gr 
o 

I 

2 

4 
5 



TAVOLE 

DELLE FUNZIONI CIRCOLARI. 



Sen. 

3489. 

697$' 
87IT- 



14 

60 
9S 

57 



a 

i74f-n 
^492. 08 
5240. 78 
6p92. ^8 
8748. 



i^ey. J Lo^. Sen. 
tooooo. 00 f /«/». 



87 I 



IOOOI5« 2J 

100060. p) 

1001^7. 2^ 
100244. 19 

lOogSi. 98 



'8. 24185^^ 
8. 5428192 
8. 7188002 

8.84^5845 
8. 9402960 



Lo^. Tang. 

Injin, 
8* 2419215 
8* 5428192 
8. 7I9J5958 
8. 84464^7 
8. 9419518 



1O452. 
12186. 

Ig9i7' 
1564^. 
17^64. 



10510* 42 
12278* 46 
14054* 08 
15817.44 
I7^j2. 70 



100550* 82 
I00750» 99 
100982.. 76 
101146* 51 
101542* 6j 



9* 0192^46 
9.0858945 
9. i4g^5>J 
9' 1945^14 
9» » 390702 



9* 0216202 
9.0891458 
9* 1478C25 

9. 19971^1 
9. 246^188 



19080. 90 
20791. 17 
22495. II 
24192. 19 
25881. 90 



194 18. 05 

21255. ^5 
»^86. 82 
»49g2i. 80 
;ié794. 92 



101871. 68 
1022^4.07 
1026:50. J9 
iogo6i. ^5 
'OJ527. 60 



9* 2805988 
9. ? 178789 
9* 35^0880 
9. 585.^75* 
9.41299^2 



9. ^88652g 
9.5^74745 
9. 5<5H^4I 
9* 19^1111 
9* 4280525 



16 


2756J. 74 


^HU* U 


1 04029.94 


1 9. 4403381 


17 


29237. 17 


g057J. 07 


104569. 18 1 9. 4^59^5 J 


18 


30901. 70 


1*491. 97 


105146.22 '9, 4899824 


19 


32556. 82 


l^'^l^^l^ 


IO) 7^1- 07 


9» 512^419 


20 


34202. 02 


36397.02 


10*^17. 64 


9» 5 3405 19 



9. 45749^4 
9.4855590 
9. 5ii77<5o 
9. 55<597i9 
9. 5610659 



55836. 79 
37460. 66 

39073- II 
40673. 66 
42261. 83 



36386. 40 
40402. 62 
42447. 49 
44522. 87 
46630. 77 



107114. 50 
107853.47 
108636. 04 
109463. 63 
II03J7. 79 



9.5545^92 
9*5735754 
9.5918780 
9.6093135 
9.6259483 



9. 5871774 
9. 6064096 

9.6^78519 
7. 6485831 
9. 6686725 



45857. 12 
45499. 05 
46947. 16 
48480. 96 
50000* 00 



47775- 26 
50952*54 

55170.94 
■55450.09 

57755.03 



111260. 19 
112232. 62 
113257. 01 
"4555.45 
117735.05 



9. 6418420 
9. 6570468 
9.^6716093 
9. 6855712 
9.6989700 



9. 6881818 
9. 7071659 
9. 7256744 
9. 7457520 
9. 7614594 



Sen. 
5150^. «I 

f446g. 90 
ÌS9^9' ^9 



^0086. 0« 



57g57* ^4| 70020.75 



I ■ Seg. 
II7PI7-84 

120641. 80 
122077. 46 



5>-7ii8|9| 
9. 7^4^097 
9* 7^61088 
$>• 7475<5i7 
P- 7)8J5>xg 



9» 7787757 
9' 79^7^9^ 
9.8125174 
9. 8289874 
9. 8452268 



5«77«- 55 
6oi8z* 50 
61566. 15 
629 j 4. 04 
64278. 76 



92654. 26 
75555.40 
58128.66 
80978. 40 
85909. 96 



125606. 80 
125215. 57 
1 26901. 82 
128675. 96 

150540.75 



9. 7^92187 
9* 7794^50 
9. 7895420 
9. 7988718 
9. 1^08975 



9* 8612610 
9. 8771 144 
9. 8928098 
9. 9o856j?2 
9.9258155 



49 

50 



65605. 90 
66915. 06 
68199. 84 
69465 • 84 
70710. 68 



8692^. 68 
90040* 4O 

95^57*51 

96^62. 88 

1 00000. 00 



151501/ 50 

1545^5- ^7 
159752. 75 
159016, 56 
141421. 59 



9. 8169429 
9. 8255109 

9- 8557855 
9. 8417515 
9. 8494850 



9. 9591^5^ 
9' 9544574 
9. 969^559 
9» 6848572 
IO. 0000000 



4^|7«955*98 

47 75i55«57 
48 '745 '4- 48 
7^470.9^ 
76604. 44 



105555-05 
107256^ 87 
112061. 25 
115056. 84 
Ii9i75v5^ 



145955. ^5 
149627.92 
149447. 6i 
152425. 51 
155572.58 



9. 8569541 
9. 8641275 
9. 8710755 
9. SL77799 
9. 884254O 



10.0151628 
la 0505441 

10. 0455626 
io.o6o856y 
IO. 0761865 



55 



77714.^0 
78801. 08 

79865.55 
54180901. 70 

55l8i9i5-2i 



125489.72 
127994' t6 

152704. 4 

157^58. 19 
142814. to 



158901.57 
162426. 92 
166164. 01 
1701301. 16 
174544.68 



9. 8905026 
9,8965521 
9. 9025496 

9.907957^ 
9.9155645 



IO. 09^65 oi 
IO. 1071902 
IO. 1228856 
IO. 1587590 
IO. 154775» 



,5^18290^*76 



85867.06 
84804. 81 

857t<5. 75 
86602. 54 



1482.56. la 
155986. 50 
160055.45 
166427. 95 
1752605.08 



178^2^.16 
185607. 84 
188707. 99 
194160. 40 
200000. 00 



9.9J.85742 
9.9255914 
9. 9284205 

9. 9550<^5<5 
9-9575506 



IO. >7iOt26 
IO. 1874S26 
IO. 2042108 
IO. 2212265 
IO* 2585606 



87461. 97 
88294. 76 
89100. 65 
89879. 40 



65*90650. 78 



180404. 78 
188072.65 
196261. 05 
205050. 58 
214450. 69 



2(^6266. 5i 
215005. 45 
220268.95 
228117. 20 
256620. 16 



9. 9418195 
6. 9459549 
9. 9498809 
9.9559602 

9.9572757 



IO. 256248^ 
IO. 274^25 

10.292854* 
IO. 511818I 
IO- 5515275 



?^4 

Gr 

66 

67 
63 
69 
70 



Sen. 

92818. g5? 
5>gg58. 04 



Tang. 
22460^. 68 

235585-. 24 
247508.69 
260508. 91 

274747- 74 



Seg. 
245859. Il 

2559>o. 47 
266946. 72 
279042. 81 
292580. 44 



Lcg' Sen* 
9- 9^07502 
9. 9640261 
9. 9^716^9 
9-9701517 
9.9729858 



IO. 35141^9 
IO. 3721481 

IO- 59^5904 
IO. 4158226 

10.4389^1 



71 


i>4J)i. 8J 


7z 


9J105. 6>' 


75 


S»j6jo. 48 


74 


96126- 17 


75 


96Ì92. 58 



29042I. 09 
,o77<58. 35 
328075. 26 
348721. 44 
573205. 08 



307155- g5 
523606. 80 
342050. 56 
?^275>5. 55 
586570. 55 



9. 975^701 
9. 9782065 
9i 9805965 
9* 9S28416 
9. 98494^8 



IO. 465028 1 
IO* 4882240 
IO. 5146610 
IO. 5525056 
IO. 54Ì9475 



970^9. 57 
97457- 01 
97814. 7Ó 
98162. 71 
98480. 77 



401078. 09 

455147- 59 
470465. 01 
514455-40 
567128. 18 



41555^. 55 
444541- 15 
48097 i. 54 
5^4084, 51 
575877.0; 



9. 9869041 
9. 988725» 

9- 9904044 
9- 9919466 

9. 9955515 



IO. 6052289 
IO. 6)66559 
IO. 6725255 
IO. 7115477 
IO. 7556812 



9«7<^8. 85 
99026. 80 
99254. 62 
99452. 18 
99619' 47 



651575. 16 
711536.97 
814454. 64 

95145^- 45 
1145005. 25 



^59249- 5* 
718429. 75 
820550. 90 
956677. 22 
1147571. l^ 



9. 9946199 
9' 9955528 
9- 9967507 
9. 997^145 
9- 9983442 



IO. 8002875 
IO. 8521975 

10. 9108562 
10.9785798 

11. 0580482 



99756. 40 
9p862. 95 
9^959' 08 
99984- 77 
looooo. 00 



1450066. 65 
I90i(ni3- 67 
2863625. 3j 
5728996. 16 
Infin. 



1455558.70 
1910752.26 
2865570.83 
5729868.85 
Infin. 



9.9989408 
9.9994044 
9-9997 iU 
9-9999558 
10.0000000 



II. 1553565 
11.2806052 
11*4569162 
11.7580785 
Infin* 



:$26. Rimane adesso , che ci occupiamo ijeirog- 
gctto principale della Trigonometria , cioè nella ri- 
soluzione dei triangoli . 

527. I problemi , che sì possono proporre in- 
torno alla risoluzione de" triangoli si riducono a 
cinque . 

La ragione di questo è , che de'sei elementi,da 
cui vien costituito un triangolo , posson darsene 
tre , che determinino il triangolo, in sole cinque 
maniere, che sono le seguenti'. Che sia dato 

1. Un Iato, e gli angoli adiacenti; 
^ 2.^ Un lato 5 e due angeli , uno de quali sia 
opposto al lato dato ; 

3.° Un angolo , e due lati, uno de quali sia 
opposto all'angolo dato ; 

4.° Un angolo , e due lati , che lo compren- — 
dono ; 

5,® I tre Iati . 

528» Scoi. I tre angoli non sono elementi per 
Cui venga determinato un triangolo , poiché si pos- 
sono formare infiniti triangoli dotati de medesimi 
angoli , di diversi lati . Dafla grandezza relativa 
degli angoli si può dedurre solamente il rapporto 
de Iati , 

5 2p. Trobl. Dato i^n lato di un triangolo , e 
^gli angoli adja(;enti,trovare gli altri due lati. 

Soluzione . Siccome il seno eli ^-^B è u^tualc 
al seno di C ( Fig.* 7.*) si dee aver la proporzione 
sen. Q^-^B) : JB :• sen. B : xAC ?: sen. Ai BC ^ di 
dove si deduce AC ^ t BC . 

J30, Trobl ^Thxo un lato , e due angoli, uno 
de'quali^sia apposto al lato dato, trovar gif altri 
due lati. 

Soluzione . Le proporzioni » che sodisfa no .al 

prò- 



^óa BCXstn.B 
prò bIema,sono sm,Ai BCv. sen,B: ,ACs --,i: 

seti» «yx 

^^ BC sen. (^-j"^) 

sen^C : i^ :: sen. («^+5) : t^fc 177^ — Tf 

SCH»*^ 

531. ProR Dato un'angolo, e due lati » uno 
de'quali sia opposto all'angolo dato , si vogliono 
gli altri due angoli , e Taltro lato , sapendosi però 
se Tangolo opposto alPaltro lato debba esser actt« 
to , ovvero ottuso . 

Soluzione. Sh ^ Tangolo dato, ed i lati *AB » 
^C ; Si avrà /4C : sen.B :: ^B : sen. C . 

Conoscendocoslgfijangolf fi, C , si conosce Tan- 
goLo /4 9 t perciò si ha sen. B : /^C :: seì$./fi BC , 

^Csen.(B^C) 
onde ire = j;;^: . 

532. Trobl. Dato un'angolo , e i due Iati, che 
Io comprendono, determinare gli altri due angoli, 
e l'altro Iato , 

Soluzione . Sia dato l'angolo «^^ ^ ed i lati /^B , 

.AC . In questo caso sta ^B : >AC :: sen. C : sen. B . 

Dunque ^C -j- ^B : olC — jIB :: sen. B 4- sen. C : 

sen.B'^ sen.C stang. | (fi+O 

sen»B.^.^sen.C . Ora z u , j~ — r* » 

. sen.B — sen.C tang^ (£ — C) 

Dunque /tC-{^B: ^C — ^B»: tang. ~^fi-l-C) : 
I X ^ 

I 
( perchè iS-f-Cs igo.°'— /^) =; eoi. -^^4 ; Dunque 
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V ZiFXZitìJ ^^'* ^ "^^ Conoscendo B — C , e fi+C 
è facile conoscer gli angoli By tC . Conosciati questi 

si ha scìu BìACixsen. A:BC = ZTn — » ^^ ^cco 

determinato il terzo lato . 

5 jj. TrobL Dati i tre lati , trovare i tre angoli • 
Soluzione. Dal vertice Ode! triangolo MOB si ab- 
bassi la perpendicolare OE (Fig/ 6.^) , e centro in O, 
con intervallo eguale al minimo tato OM y si descrì* 
va un circolo, che incontri in /) , F i lati del trian- 
golo; Sì avT^ BM:B^i:BF:BD j cioè BM:BO-\-OA:: 
BO — ^OiBO; Trovato in questa guisa il valore di 

X 

2i> , si ha quello di MD . Quindi ME = — MD di- 

vien nota anch'essa , come pure 5£=5D-f-Z)£=5D-f- 
ME . Conoscendo ME, e BE , nei due triangoli 
MOEf BOEy sì conoscono due Iati, ed un angolo 
opposto ad UBO di essi , onde per il prohL 3.^ può 
trovarsi Tango lo M y t l'angolo B , con che rimar 
ne sciolto il problema • 

53^. Fin qui dei triangoli obliquangoli. Sia da 
risolversi adesso un triangolo rettangolo . 

535. In ogni triangolo rettaogolo sì ha la pro- 
porzione B^ : BC (ipoten.) :: senX : ^B •• sen.B : AC 
(Fig.*8.*) Ma in questa specie di triangoli si ha, 
che il seno ài un'angolo acuto è coseno dell'al- 
tro ; Dunque si dee avere sen.B* cos.B :: ^C :AB; 
Ma si è vcà\xtD(n.j^69.n.u)cs$trcsen.B:cos.Biitang.B:^;; 
Dunque ^C : ^B :: tang.B : !{:; cotang.C : H . 

Questo basta per risolvere in qualunque caso un 
triangolo rettangolo , in cui", oltre l'angolo retto, 
sieno dati due ctegff altrf cfnquc clementi . ' 

Ve. 
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Vediamo qualche applicazione dell' esposte ì'eso- 
luzioni trigonometriche , e sia 

53<J. Trobl. i.° Dato uno degli angoli acuti di 
un triangolo rettangolo , e (a sua superficie,trovare 
i suoi tre lati • 

Soluzione . Sia l'angolo dato z:a , ^ il lato oppo- 
sto, e si avrà^detta s la superficie » ed y l'altro 
lato , xy = 2J ; Di poi x :y :: sen»a : cos.a ; Dun- 



_ x/' 



/ 
1 

I 



2s COS. a 



sen.a 



\ » ed X =:y z:y X ^ - 

f{ COS. a * sen. a cos. a 

\l 2S sen.a 1/ zs tanZ' a r^ • j» • i« !»• *^™ 

Y =: K z ; Quindi si ha lipotenu- 



cos. a * I{ 
sa 



( 2s sen* a 2s.cos.a \ 

/2s. sen.^a-j-zs. cos.^a\ /'a.s(sen.^a-\- coSé^a')\ 

^ ^ \ sen.k cós.a / ^A^\ sen.a. cos.a ^ 

= I , e sostituendo 2^. J[ sen. za per 

' sen.a cos.a 2 



sen.acos.a.= \l:ìi5_^2^1± 



* sen. za ' sen. 2 a 
537. Trobl. 2,° Dati tre elementi di un trian- 
golo , che determinino. la sua natura» trovarne la 
superficie • 

Soluiione . Sia dato un lato, e gli angoli adia- 
centi ; Dall'angolo dato (Fig.* 5.*). opposto al la- 
to cognito MB si abbassi la perpendicolare OZ ; 
' Po- 



Ì^9 
Posta OE seno lutto , si ha Af£: OE :: Ung.MOE: 1^, 
e siccome MOE è complemento di OME . ed ME s 
coUM i ME : OE :: fof^ Af : 1^ . Nel modo stesso 
BE : OE :: fo^ ^ : /^ ; Sia cofM=C , e fo^ ^ =:r , 
e si avrà C: t{:: ME : OE; e : I{ :: BE ' OE, e 
però C-f r : 1^ :: Af£-pjB : OE t: MB : OE . 
Trovata la OE sitala superficie richièsta • 
538. li caso, in cut sia- dato un lato, e due 
angoli non adiacenti, si puO sempre ricondurre a 
questo • Se vengano dati due iati , ed un'angolo , 
si troverà un' altr' angolo , e si riguarderà come 
dato un lato , e gli angoli adiacenti . Se finalmen* 
te sieno dati i tre lati , o si troveranno due an- 
goli , e quindi si opererà come sopra , ovvero st 
cercherà la superficie per mezzo della formola 

1 . : , 

fc— \/(^+A+o.(^-f*— 0(^+^— *) (*+f~^) » 

che si deduce facilmente daf princìpi della Geo* 
metria ( Feda V^Ab.Marìe pà^. 311. , e il D.Tomma'' 
siili T. L pag. 277.) . Si debb'adesso 

53P. TrobU Determinare un'altezza ^B(P]g^j^)y 
nel di cui piano oriàontale non si può misurare 
una distanza dalla sua base • 

Soluzione • Si vede, che se fosse data la distan- 
za DB basterebbe prendere col goniometro l'an- 
golo BDJ , e con ciò , nel triangolo rettangolo si 
avrebbero tre elementi , da cui si avrebbe /^B .Ma 
suppongasi ignota U distanza DB. Prendasi una 
distanza CD in maniera , che uno nimeno de 
punti C 9 D sia , nel piano orizzontale della 
B^ ; Si misurino gli angoli di elevazione , 
/4DB , e ^CB . Conoscendo nel triàngolo 
v/f Ci) gli angoli C , D , ed il fato CD > si trovi 

A a uno 



ufio tffgli alcfi due latf vtfC » ^t> in guisa però» 
. che se uno solo de puDti C« D si;» orizzontale a B^^ 
sì cerchi quello dei due lati suddetti , che va al 
punto orizzontale « 

Supponghtamo i che stasi determinato .^Z) $ Nel 
triangolo B^D si avrà un Iato ^D % e gii angoli 
A , e D ; Non si avrà perciò > che da calcolare 
B*J , e sarà sciolto il problema • 

540» TfobL Misurare^ l'altezza di una montagna» 
Soluzionf é Da un punto ^ qualunque si pren* 
da la misura dell'angolo B.Af{ (Fip/p.^) formato 
dal raggio visuale /iB perpendicolare al raggio 
Cà ^t dal raggio ^^ • DalU sommità ^ si mi» 
suri Pangolo ///(£ formato dal raggio visuale HL 
perpendicolare ad l(£ , e dal raggio visuale J(/4 ; 
Conosciuto questo si ha il suo complemento AS^B^ 
e perciò il terzo angolo l^BJ 9 e quindi il sua 
complemento J^C • Con questo 9 nel triangolo 
centrale /^BC si conosce un lato C/Ì \ e due an- 
goli f onde si trova /^J; Cosi nel triangolo ^fl( 
si ha un Iato » due angoli ; Da questi elementi si 

^B^ 
deduca Bt{^ z Bl\ si aggiunga BE - i^lTci*^^^^ 

BC è tioto dal triangolo CB/^ » e si avrà cosi Pai- 
teaaa cercata J\E • 

CAPITOLO X. 

ÙelU Toligononietria. 

$4l. Trattata compitamente la risoluzione de- 
triangoli, rimane da trattarci la risoluzione de'poli« 
goni . . 

542» Qaesu risoluzione si può ella ottenere con 

due 
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due Metodi, eco» applicarvi !i rifoluBione Trigo - 

oometrica , a eoa prevalérsi di Teoremi particolari 
indipendeoci dalla Trigonometria . ' 

II primo Metodo é preferibile al secondo per 
la facilità , mail secondo supera il primo per il ra- 
ziocinio Analitico che Io distingue, e che aggiun- 
ge, nuovo lustro alle Teorie dell'Analisi^ 

Noi accenneremo il priiiK) , e non traUsccremo 
il secondo ♦ 

543. Se in un poligono di n lati , composto 
perciò di a« elementi , vengano dati i»— 3 clemen- 
ti, si può sempre determinare uno qualunque degli 
altri jtre elementi , eccettuato il caso , in cui fra 
gli elementi dati ,. vi abbiano parte tutti gli angoli 
esterni , perchè la di loro somma essendo di un valo- 
re determinato , uno di essi derivasi daila somma 
degli altri. 

544. Per determinare uno degli elementi incogni- 
ti per mezzo della Trigonometria, sì conducano da 
un'angolo del poligono dato le diagonali k tutti 
gli altri angoli, a <ui si possono condurre^ 

Quindi si prendaeo a risolvere i triangoli, che 
ne derivano , e si trqveri il valore degli élemen- 
ri incogniti* E' questa un'operazione molto faci- 
le , e basta vederne qualche esempio per esserne 
persuasi . 

54J. Sia da risolversi un quadrilatera , e sieno 
dati 8 — 3=5 elementi; E'chiaro.che il problema 
comprende $6 casi ; ;Suppoiìiamo,che (Pig.*i i.*) sie- 
no dati i quattro lati , e l'angolo «x^, condotti dall' 
angolo D la diagonale DBj nel. triangolo D^^B si 
hanno due lati Z>/^, /i/5 cogniti , e P angolo com- 
preso; Per mezzo dì questi elementi si trovi uno. 
degli altri due angoli , per esempio, l'angolo adB: . 

A a 2 con 
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con ri che si conoscerà Tangolo ^ABD • Patto questo 
si determfni la diagonale i?D , e si trovi nel trian- 
golo DCB , per mezzo dei tre lati cogniti cia- 
scun angolo • Dopo di ciò si conosceranno tutti 
gli elementi del quadrilatero • Ma vediamo il secon- 
do metodo . 

f^ó. In due maniere può esser proposta la ri- 
soluzione di un poligono • Può aversi cioè riguar- 
do solamente agli elementi costituenu il poligono, 
quali sono i suoi lati , ed i suoi angoli ; e può aver- 
si riguardo alle diagonali , ed agli angoli , che ven- 
^ gon da esse formati coi lati , e fra di loro , Della 
prima risoluzione diremo quanto basta; Della secon- 
da siccome assai complicata , daremo soltanto le 
principali nozioni • 

Teoremi fondamentali. 

Detti rf , i , f , d...K gli angoli esterni di un pò- 

ligono rettilmeo, e detti a y b^ , e . d} \ \ 

lati fra <li essi interposti si ha 

^k!co5.{a^b-^c^d. f-i^ì^o ' ' * ^ 

i'rw.ti-|-iV«>J.(a-4-A)--}.r'fw.(^4-*+0+rf'rw.(^4.é4.f+(/i 

+k!cos.{a^b-yc-\^d 4-J^)=o 

Dimostrazione. Per dimostrare la verità di questi' 
due Teoremi , basta provare , che abbiano luogo per 
un poligono composto di «-j-i lati , qualora gene- 
^ Talmente sussistano per un poligono di n Iati. In que-' 
' sta guisa i due Teoremi proposti saranno veri gene- 
ralmente, purché sussistano per rapporto al trian- 
golo. 

Sia dunque proposto un poligono .4BCDEFL^ 
composto di n-\-i lati , e sia condotta la diagonale 
FH; (Fig/ !«.*) Ilati del polìgono EFyFL, ^H ^ 
c la diagonale HF si concepiscano prolungate , e gli 

an- 
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angoli esterni def polìgono ABCDEPH dicansi ....... 

a, b, c^ d ....^, sia m=:KFily n±FHM y ed i lati 

del medesimo poligono sieno a" , b^ y e' , (/!.......iC' ^ 

Sieno poi perii poligono i^fiCDiEFZH gli angoli 
csierni a^by e yd ...K , M^KFL , T:zLH , ^=LHMy 
ed I iati tf^ i» , e» , é ... K', M'=;FI, !''=:£«, i^^^^Hy 
Ciò posto se dicasi Tangolo IFLs (p , sarà i8o.°-i-^ 
ffiw. — ^M , dal che si raccoglie Af^w-}-.? — 18«°: 

Quindi poi SI ottiene fOJ.(/r+A-|-r-f-if Af)=: 

— foj.?) fw.(tf-|-^+^««w)-f~^^'''* sen.(a'-{-b-j^c..'^m); 
sen.(a-^b'^c..-^M)= — cos. (psen.(a-\-b^c.*-\-m) — -X^ 

^cùs(f '\-P)cos(a \-h'\-c.^'^m)-\-sen{'p'^P)sen(^^b..nr) ^ 

—sen.(0-\'P)cos.(a'-\-b-{-c...'^ni) , e da questi valo^^ 
ri deduciamo M^cos.(a'j'b,.M)'\-'PUos*(a-^b..M'^P) 

=: — eos.(a^b-^c wi)(Af 'fOjr.4p-f-/"rw. (t-j-/^)-|- 

sen (4-f ^4-r m\{M'sen. ^ + /*' xw. ( ^-{-P)) ; 

JW»5e«.(^4-i-f-f...M)+/"^e». (4-f *+f m\-P) ^ 

.^stn.{A\b\c...M){Mhos.<^'\-P^co^ (^-\-P)) — 

— .fOJ.(4-f A-j-r m) (M' %m. (?+/'' f^». ( '^+/')); 

Ma per il triangolo LFK si ha M'roT.^-f-i''fw.(^-[-F) 
- — m» , edAf' 5e».(f>-f-^'^^»«(?>+i') =o come si sa 
d' altronde . Si avrà dunque per conseguenza 

Af' m.(4-f i-f f ...M)-f /''f w. ((i+A-f f M+F)r 

wf^fOT.(^-f"*"f*^—'»)* ^^ M^sen.{a-\-h-\'t ^)-f' 

T'fòx.(4-4-^-|"^...M-f-/'j = mUm* (a -{-b-^-c m) 

Avendosi pertanto relativamente al poligono,.,. 
^BCDEFH y a^sen.a-\-b^sen.(^'^b)'{'C^sen.(a^b'\'e) 

-^mhen.(a-\^b'-\'C w);=o, come pure , 

a^cos,a'^bUos..(a-\'b)^c\cos.(a-\-b-\'C)».'\-rh^ cos.ia^ B.^m) 

-^ff^=:o sarà parimente per il poligono 

^BCDEFLHa'sen.a-^b'sen.(a-\-b)-\-c\sen.{a-^b-{-€) 

A a 3 •••• "i 
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4.i.M)4-^roj(^+^-f.-fAf-f/^)4-»'±o,dovc nella 
prima equazione si può aggiungere ii termine 
M^s€n.ia'\-b-^€>^M-^P'\-n) : ^ nella seconda invece 
di fi' si può bavere »* tùs. (4-f^+^;«*—*^-f-^+») 

Dal Cinqui dettosi raccoglie adessó,che i due teo- 
remi ptoposct debbon sussistere per un poligono 
di ìh\-i lati , qualora sui^tstano per uno di n lati; 
e siecooie don v^è dubbio» che abbtan* essi luogo 
per rapporto al triangolo y ne segue sussistano gè* 
«eraimente • 

- 547* Posta la verità dei d^ie Teoremi fondamen- 
tali^per mezzodi un^oj^portuna combinazione di essi» 
possono sempre ottenersi tante equazioni per la 
risoluzione de'poligjoni Manti sonò i Iati del po- 
ligono proposto • La dòQuzione di tali equazioni » 
non meno ehe la riduzione 4i esse , oncie possano 
facilmente ottenersi i valori deirincognite,richiede 
4iBa prontezza dN'ngegno hon ordinaria o almeno 
una somma pratica nel maneggiare le funzioni 
Trigonometriche. Noi addurremo un esempio di 
ambedue queste operazioni , e da esso potrà pren- 
dersi norma per gli altri casi . 

Sia proposto un quadrilatero , di cui gli angoli 
esterni sjeno « , ^ , r , </, ed t Iati sieno a} ^b^ » r' , d* 
e si vogliano Tequazioni^cbe son necessarie per la 
di lui risoluzione. 

I due Teoremi fondamentali veggono espressi io 
questo caso confte appresso 

Dal 5'€condo di questi si ha d}su^cas.a^^eos.{u-\4^ 
,^^V. ^^b^c) , e presi i ijuadrati 



za^b^cUos. acos.iM-^-b) + tahUos. 4 cos. ( a^h-^ ) 

A questa si aggiunga il quadrato della prun'equa. 
zione , e ni proverrà 
d^^^'^-{^b'^^c'^^%a'b\cos, a cos.(a^b)^ senui X 

sa'^-^b^^-j^c^^^za'b^cos.b-^2aUUos^^c)^zb'c'^os.c 
ed ecco la prima equazione richiesta 

Ora daircquazione(/^)si deduce rf'-j-f 'roj.(<f--f-i-f^)cj 

— .4'ro^<i— iVw,(a4-*) » per essere 4-|^4^i=35cw^— •(£ 

si ha 4t'\-(Uouds^^aUosa*^b^cQSf(a"\4f) , e presi 

i quzdirati le viene (f^'-|-:^rf*r'rw, rf-f-c'» r^. rf* ss 

Ora dalla prima equazione ibndame^tale si rac* 

coglie f »' senJ^ ::ui^^sen7a* +*'* sen, ( 4 -f J ) ^ -f 

aa*fi*xe».4 i^».(4-}-i) , onde sommando queste due 

ultime si ottiene la seconda » 

IL d'^-f arflf w.rf-f r»':r4'»+^4'iV*a+*** ; 

La terza equazione é la prima fondamentale 

IIL asen. a -}- Vsen. (a-^b ) -f-cVe«. (a-f^S-f^) « O 

e la <]uarta finalmente sì deriva dalla prima, con 

sostituire p-^xfi|.rf in luogo di sen^(a-\^b^c) , per e«* 

sec rf=j(fo^ — (4-f-^-{-f), ed t 

IV. 4'x(r«.4-|-y^^''*C<«-+^)'^^'^^»'«' =^^ • 

548. Prirafà di passare a far vedere come si deb*« 

ba uno diporcare per dedurre dairequaziotii tppartc* 

•enti alla rìsolyatone di un polfg<rno , i valori deli* 

•incognite , potremmo trattenerci a parlare del mo« 

do di ridurre in certe classi determinate i problc 

A a 4 mi 
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mi tutti» che possono proporsi hit di un poligono ; 

ma oltre, che queste classi non sono di alcun giova- 
mento, né per ia scelta deir equazioni opportune 
alla risoluzione proposta , né per la deduzione deir 
incognite , è cosa facile conoscere immediatamente 
il numero de^suddetti problemi per mezzo delle com- 
binazioni , e |>oi disporre tutti i casi,che si trovano 
in. quelle classi^che più si stimino a proposito, per- 
ciò noi passiamo senza più a far vedere con un esem- 
pio,come si debbano trattar Inequazioni che appar- 
tengono alla risoluzione di un poligono , affinchè se 
se possa dedurre comodamente il valore di ciascuna 
• incognita . 

5 4P. Dato un quadrilatero /^i^CD, (Fig. ii*.) i 
di cui lati /^S, BC jCD y DA sieno espressi per 
4 , i ,V , dj e gli angoli esterni aAB , bBC &c* per 
%d yB yC jDy supposto che sien cogniti i Iati a^ b, r, 
egli angoli B, C, si debba trovare il laro d. Le 
quattro equazioniausiliari : sonoin questo caso del- 
la forma seguente 
I.d^^^a'^-\'b^^'-\'C'''^2a^b'cos.B^2aU'cos.(B^C)-f2b'c^cos.C 

II. d^^-{'C^^-{'2c^d'cos.D=a'^^b'^+2a'b'cos.B 
UT. a'sen.A^b^sen.(A-\^B)^c*sen.(A^B^C) =o 
IV. a'sen.A-^b'sen^A^y^C'sen.Dzzo ; 
Nella prima di. queste si riduca il secondo membro 
alla forma(4»icii.5-c»J^«.C)*+ (b^-^a'cos.B^c'cos.O* 
e si avrà 

d'^=(a'sen^'^c^sen.cy-^b'^afcos.B^c^cos.q* 
Fatto questo si osservi, che si ha parimente 
a'^^-\^b'^^c'^-\'2a'b'cos.B'\'2a^c^cos.(B4-C)-\-2bU^cos.C 
f V sen. C Y / b' un. B V 
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(bhen.B \/ Vsen.B \ • 

V sen. B Vsen. B 

i/'^=e*-|-/*-f- 2</f«*.(54-^ » Quindi ne proviene 

Pongasi 4g/^g«>7(^+g)L,^„^£2 ^ ^ ^e risulte- 

rà d»*=::;e+/)* €Os.É^ y o sia (f'=r (^-f/)fw. £ . 

550. Scfosser dati i Iati ^9 t, tif, e gli àngo- 
li 5 , C, si troverebbe il iato. 6 come segue • 

Si trasformi la prima equazione ausiliare io 
guisa, che divenga della forma 
d'^ =i(b'^a'cos.B^cUos.C)^ -}-(a^sen. B^c sen.Cf 
Da questa si ha immediatamente 

4»+^»cox.5-4-cVox, Ó=: \/W-^»j(?«. B 4- c^sen. C)X ' 

(d}'\-a's€n.B — e^sen.C) . 

551. Qualora nel poligono vi abbiano parte le 
diagonali , già dicemmo , che la risoluzione riesce 
molto p\ii complicata , a motivo specialmente dei 
molti casi che abbraccia . Nondimeno si può an- 
che questa eseguire » e non si ha che da os- 
servare la seguente regola , ed è : 

ì^egola • Nella risoluzione de Poligoni , nei quali 
hanno parte le diagonali 9 non si debbon* avere 
piùi di tre parti le quali appartengano ad un me- 

desi- 
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desimo trìangok) • E la ragfont della regola è , 

cb« «e W fowc utr'altra parte , siccom'cssa è nata 
dalle altre tre parti , il numero degli elementi ne- 
cessari alla risoluzione non sarebbe compito , ma 
ve tìt mancherebbe uno. 

551, Osfcrvau questa Regola »on v*è difficol- 
tà particolare per la riaoluziooc di cui parlianjo ; 
ma si richiede soltanto una maggior avvedutezza 
nel calcolare , perche moltissimi essendo i casi 
possibili , moltissimi anche sono i diversi artifi- 
zi , che usar conviene per otteocrnc completa so- 
luzione . 

Npi tralasciamo di esporit il metodo con cui 
ridurre I suddetti casi in tante classi distinte , co- 
pie hanno praticato M. Lambert , iexcll , Mayer, 
ed altri,pen:bè eltre di eilere una tal classiScazio- 
ne di niuna «opsegueiuu 9 à aocora molto fàcile 
ad eseguirsi » 

C A P I T O t O XL 

Teoria delle funzioni variabili • 
55 j. Le fìinztom vartab^ili sono quelle,nclle qua- 
li ha part^ qualche qttantità,su8cetlibile di auaien- 
to , e di decremento . 

Dalla natura d{ queste fimaioiii ocdeii>a«cbc 
possano esse ricevere delle vurUaioiii ; noi passia^ 
mD a trattarne » 

554« Se una funaioDe di una » o pi ji variabili n 
diceva una variazione finita espressa per A9y(f:t^t> 
r^ (p dicesi la differenza fi&ita » e si ottki^ co« 
sostituire nella funzione proposta la variabile ac- 
cresciuta ^ o diminuita della sua differenza » secon- 
do che U di&reoaa sia positiva $ o aegactva # e 

quin- 



quindi sottrarre <h\ risaltato la funzione pf?m?t!>a . 

555. Il catctìfo dclfe differenze finite dee prece- 
der quello delle iliffercnze evanescenti , il eguale si 
occupa nel deterniinare le rariazioni itifinitesime 
delle funzioni variabili • Parrebbe quindi , che que- 
sto secondo calcofo aresse dovuto esser preceduto 
dt quello delle differenze , o variazioni* Bniee , ma 
pure egli è avvenuto il contrario f ^o^ awtcnc 
quasi mai 9 che Piogegno abbracci sult^ prime 
una materia in catta la lua estensione , e geot- 
ralità* 

SS6» Tutto il Calcolo delle differeoze iìoite ri- 
ducesi alla soluzione di due problemi • L'oggetto 
del primo è di trovare le dijffereoae di uaa gran- 
dezza variabile qualunque > e di una funzione quaf 
lunque di grandezze variabili • Questo problema è 
solubile in tutta la sua estensione • Noi lo espor. 
remo sotto il nome di Calcolo dirètto delle diffe* 
renze finite • 

L'altro problema è l'inverso del precedente, ed 
ha per oggetto il determinare una grandezza, di 
cui è dati ia dìffereoza finita ; questo è «orente 
insolubile » o almeno per us'infelicità comune a 
tutti i Metodi inversi , io molti casi sfugge t«Uft la 
sagacità delle regole , e tutta la destrezza degli ar- 
tifizi • Noi ne tratteremo dotto il nome éi Cikow 
lo inverso dèlie differenze finite • 

S E 2 I O N E L 

€aUoh dfnm Mh Hf^rmzt fkke . 

557. TroU. Determinare le variazlont finite di 
'una qualunque funzione algebraica, composta di 
una ,0 più variabili » 
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Soluzione • Comiociando dalle funzioni di una so- 
la variabile : Sia 1.° proposta a determinarsi la diffe- 
renza finita di una funzione potenziale x"^ , Si pon- 
ga xr±^Ax in luogo ài x 9 essendo Ax una quan- 
tità finita qualunque , e si avrà Ax™ s (xztiAxf^ 

f»(«r— «i) 

^x'^zid^mx"""^ A ^ + :^'\f^ùà±: 

f»(w— i)(w— 2) 

: x^"^ Ax^ &c. 

2 . 3 

Se si volesse A. (Ar-fj^-^-^ &c. )™ , sì porrebbe 
YHrAr Jn luogo di .r , j^rttAy in luogo di y &c. 
e la differenza fra la nuova funzione risultante , e 
la funzione proposta sarebbe la differenza cercata • 
Sia 2.^ Una funzione di due variabili jry ; Sarà 
A.xyz:(xvtiAx)(yd=:Ay) — xy=:-±vcAy±yAx:±:AxAy. 
Per una funzione della forma (xyztuScc.) l'opera- 
zione è la medesima • 

X 

Sia 3.^ una funzione finita ~ ; Si avrà ...' 

X A M 

A.y= Ajry-'^ (,^±U^x)(ydr:Ayf'^xy'^,:±:—^ 

xAy AxAy A?Ay 
—:±:—r-:±=—&c. 

Egualmente si procede per trovare la differenza 

(x,y,z &c.\ 

Sia 4»^ Una funzione radicale .X— ; pongasi 
dhAx per ^ in ^ , ed il risultato siaJT'; si avrà 

A.X ~ =: X a — Jf ~ • Se sia per esempio A' = 

x\ 
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** , sarà A X « = (Atìn^AA?) d -a? » =r rt y *? — T" 



» 



2 /l— » \ 1-?1^ 

Ax4-— ( J A? — r~ A** &c. &c. 

.558. Sro/. Se gli aumenti successivi di una fun- 
zione X si rapjjresentino per J!f' , X" , x'" &c. 
cosicché X* esprima ciò che diviene X con porre 
X rfcAx in luogo di;t , e Jr'' esprima ciò che di- 
viene X^ con porre per x , x^Am &c., si avranno 
le formole generali , che seguono AXz: Jf'— • -X"; 

Air' = jr''— ;f'A;f';=:r'"— -y" &c. 

jyp. Le differenze delle grandezze essendo an- 
ch^esse grandezze, sono suscectibili di variazione. 
Questa dicesi differenza seconda ; la variazione di 
una differenza seconda sì chiama differenza^ terza , 
e così in seguito . Queste differenze si rappresen- 
tano per A^ , A^, A"^ &c. A™ , e sì possono espri- 
mere per le funzioni X\ AT*' , X'" &c. Infatti 
avendosi AX^X'— X si ha A' J!r=:AJr'— AJlf , e 
sostituendo i valori di AXK e AXyz:X^^ — iX^-^X. 

Nel modo stesso si ha A^X =: A^ X^ — A^ X ^ 
X>" —3 Jf" -f- 3 a:'— Jr , e cosi in seguito . 

«(»-i) 
Si ha pertanto A"A= Arr°N_ nXf""'^) -f AT^""^ 

»(«—!) («—2) ^ ^' * 

+ '"^ ; X(^^^\8cc.dovQ gli esponenti non 
I • 2 • 3 

esprìmono moltiplicazione, ma l'ordine solamene 

te delle funzioni . 

Trasponendo le fbrmole dello Scolio i.*', e so- 

itituenndo i valori di X', -Y", AT^'' &c, si ottiene con 

n(n—i) 

cgual facilità Arr"^:=A^4- «AAT 4- A* ^ 4- 
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^60. Da qaesta formola è faoìie a dedurre Tes- 
pies $iooe del termine generale di una serie algebrica 

(«-i)(ii-.2) (ii-i)(«-a)(ii-2) 
=4+(«-i)*-h ,.^' e +—77777— rf&c. 

dove 4 esprìme la funzione > che serve di primo 
termine , & > r , cf , &c. le diffeienze successive 
dei termini contigui » ed n Tordine relativo del ter- 
mine > che si cerca . 

5tfi» Può avvenire però, che s^'ncootri qualche 
differenza costante 1 e che per conseguenza la di 
lei variazione sia zero • Per esempio i( Termitie 
generale di una progressione Arimmetica è una 
funzione variabile » di cui le prime differenze sono 
costanti ; Il termine generale delf^ serie de qua« 
drati de numeri naturali i » 4» p» i5 &c.èuna 
funzione variabile , che ha le differènze seconde 
costanti ; Il termine generale della scirie de cubi ' 
de numeri naturali è una funzione variabile di cui 
le terze differenze sono costanti ^ e cosi io se- 
guito « 

5^2. Scoi. Ci sonodclle questioni nelle 'quali è 
necessario riguardare qualche differenza come co- 
stante ) e questo si concepisce da ciò , che sì è 
detto di sopra * 

Si danno però infinite questioni » che non ri- 
chiedono punto t che si ponga veruna differenza 
costante ^ Tutcavolta , siccome può attribuirsi ^d 
una data grandezza quella variazione , che si giu- 
dica pia a proposito , purché le variazioni delP al- 
tre quantità dipendenti dalla prima sieno subordi- 
nate alle variazioni » che si sono attribuite alla me- 
desima 9 è sempre permesso in un problema di sup- 
porre una delle differenze come costante , avver- 

ten- 
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fendo soiamente , che le altfe quantità ne debbo- 
no variare in conseguenza , e che non si può sup- 
porre un'altra differenza costante, eccettuato il 
caso in cui per la natura della questione , una 
dell'altre differenze dovesse avere un rapporto co- 
stante con quella , che si è supposta costante • 

Ci rimane adesso da vedere, come sì possa de- 
terminare la varjazione di una funzione Trigona- 
metrica , e Logarimmica » A quest'oggetto sia . 

553# TrobL Determinar la diffsren^a dì jfn.P^^ 
e ài cos.^ » 

Soluzione ♦ Si avrà A sen^x =: sf9^^-\-'A»f)-^sen. m 
sen.sc fw. A^-f- sen.Ax cos.x — sen.x , e sostituiti i 
valori di cos.A^ , e di sett.A>f > A seti^:x A^ cos^ x 

A*' Ax? 

— sen*^ — cos^ k &c» 

*• 2.3 

Col medesimo raziocinio sì trova A cos. ^ = ...» 
A^^ AxJ 

1— Awf».^ — ' roj.^--^* — r-sen.^-^ &c. come 

2 a* 3 

sen. ^ €0S. A? 

pure A tanz.^z:A^ Z, , e A ro^^=A.~~ &c. 

^ ^ cos% ^ seti* K 

5(^4. TrobU Determinare le variazioni finite di 

qualunque funzione logarimmtca < 

Soluzione. Sia proposto a differenziarsi log.9f 

( ^''\ 

Si avri Adog.k=log^Q(i±^b(i)Mg.x^log\ 1 db -^ I 

Ax Ax^ Ax^ Ax^ 

Se la funzione logarimmica fosse di qualunque 

X 

altra forma » per esempio log.x^ , log.^y , log* "T 

no» 
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Dòn si avrebbe > che da sostituire nella formola 

(^) i valori opportuni in luogo Ax ^ sl tenore di 

ciò , che si è detto di sopra • 

Qualora s i. avesse (/og.^™, essendo X una fiin- 

^ ziope qualunque di x , e m un numero qualunque» 

pongasi log.X=y , e si differenzi y^ ; indi si ponga 

nella formola, che ne risulta, cioè..- • 

!»(«; — i) f»(w-^i)(i»— 2) 

dMy'^^'Ay + , , y "^^' Ay^ db :'-T~. — 'jf™""^Ay^ &c. 

il valore delle potenze di jf, comepure di Ajy , e 
delle sue potenze , e si avrà la differenza cercata • 

Qui cade adesso in acconcio dimostrare il se- 
guente 

5^5. Teor. Se un^ funzione variabile nelle suc- 
cessive sue variazioni passi dal positivo al negativo 
o viceversa, essa dee passar necessariamente o per 
zero , ò per l'infinito . 

Dimostrazione . Sia la funzione a^-^x , e suppon- 
gasi x<^a sarà a — x positiva . Se x vada crescendo 
diminuirà il valor di ^ — x finché divenuto ^=4 si 
abbia a — xsio . Cresca x , ed a — x prenderà un va- 
lor negativo . Per vedere il passaggio per l'infinito, 

basta fare lo stesso raziocinio sulla funzione ' . 

SEZIONE IL 

Calcolo Inverso delle differenze finite • 

$66» Essendo X il segno esprimente Toperazj^ne 
opportuna per dedurre da una differenza finita la 
•funzione primitiva, che la produsse, è chiaro, che 
si ha primieramente SA. *=:*=t:C cioè zir una quan- 
tità costante , che può essere svanita nel prendere 

la 
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la differenza , e che si determina secondo la natu- 
ra del problema,di cui si tratta , come vedremo in 
appresso .• 

567. Trattandosi dì trovare la somma finita del- ^ 
la dilferenza di una potenza x*^, siccome si ha ••• 

Ax'^=ciy»M'^'^A»'}-— — — Jr™"'AA?*±: &c,si vede, 
che dee aversi . 

5^8. Con la medesima riflessione si vede, che si 
ha generalmente 2J,^A^-|-^AA?-}i.A^Ajy) =?^ , come 
ancora ' 

*?Ax /vAy AxAjf xAy^ x 

559 Si vede dì ^ul, che se la differenza proposta 
sia una differenza perfetta , non si ha che da osser- 
vare in virtù de*principj esposti di topra per la dif- 
ferenziazione ) qual sia h funzione, che può averla 
prodotta; Essa è la somma finita che si cer^a/^., .., 

Terminiamo questa difficile, e scarsa Teoria "col, , 
seguente 

570* Tfobl. Data una potenza ;»?"^*trovar la fun- 
zione, dalla di cui differenziazione sia derivata. ' 
Soluzhne.Sì pon gaS v"*=y/«™^^^i?*?^ 4-Ca?™*' -f i&c. . 

Si prenda la differenza finita da am.be le parti, 
e si dispongano i termini omologi in coiopna ver- 
ticale, onde si abbia 

(w-f-i) ' (f»+i)w(»f^i) 

x»=^(w-fi)jtf'«A*^.^ — ; — w>c™*'A;r*+^-: ^— ^.r"^"^A^"&c, 

a «I... i»2«< 

ni (w— i ) ' 

B b Si 
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Si £icctand eguali n sero sqnrattmftite i ooefficiet!. 
ti df dascutìa cdoona verticale ♦ e si dedurranno 
i valori di ./^ , fi , C &c- , e coD ciò la, sommid 
richièsta • i («+i) . i 

Si ha infatti ofs:; — r^TA *.;*- — ^ Z~^^^T 

(l»-j;-l)W I» 

Csi— a^ ^ AAtf*-^£— A »> =: &c. ; 

D^ — ./£ — --— — 7— A^^ ^ B ^ ^ A»' 
2 . 3 • 4 • . 3 

. (^— I) 
— C- — j^— A>^=5cc. 

Sostituiti questi coefficienti si ottiene una forino- 
la generale, che somtninistra fa ^ualufique caio la 
somma finita di tuia potenza ^a?"*^ 

. \ SEZIONE III. 

CaìcùIp dÌTcHé dei limitì « 

571. Veduto il Metodo di trovare ie differen- 
ze finite,; :nà$c6 naturalitìénte in pensiero di pas- 
sare alla Hcercà dei limiti, ai quali si vanno in- 
definitamente accostando i rapporti delle diffe- 
renze finite di due variabili , che si supppngo-. 
no diminuite oltre, ogni limite . Questo è sta- 
to il passp pili mfftBilc dell'umano ingegno , è 
fu mosso' dai gran Mewron il primo sulle dub- 
bie ti-accie di Bài-oW . Entriamo a gustarne que* 
primi saggi , che sono più opportuni a porgere 
ai Jjovani le giuste».y fondamentali idee. del Meto- 
do diretto de^linéira , detto volgarmente Calcolo 
Di^renziale • 

J72. JLa differeteà finim di >?"* s'U veduta e$|[erc 
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r , W(W— I) 

Si divìda per Ar , e si avrà "^^ ribWA:"'" 4^ ..•. 

.m{m — 

jr^^'^'db&c.Si supponga diminuito Aat oltre 

ogni limite, e rimarrà"^^ ^ i»/x"*^ j preso il se- 
gno d per esprimere la differenza evabescentc» sarà 

•"^ — ^=iw.t"*"* ; si ponga a:"*-.> , e si avrà iìnglmentc 

i *y * . 

^ — =: wjt™"' , che è il iimite,a cui si va indefini- 

tamente accostando il rapporto delle due variabrli 
X ^ y ^ considerate come nascenti , o come evane- 
scenti , oggetto caratteristico del Calcolo Dif- 
ferenziale 

d.y 

57J. L'equazione '■^ — ' àiw.r"»"' siepone di sua 

o ». ' 

satura che -^ abbia un valor finito^ Che ciò sia 

così , eccone una prova . Sia ia funtione ^...mmm** 

JC . o" >. ; Essa, fette ^34 % jdivicac^i noodi- 

meno se facciasi la divisione con supporre x inde- 
terminata , e nel quoziente 

ottiene JCfunz.t»e 4^*^ per il valore della sudetta 
frazione quando x-a . 
Vediamo,comc si determini generalmente il vaio- 
fi b 2 re 
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re di— Sia —una frazione, che divenga s"- nell' 

ipotesi di M=:a ; Si ponga ^-[-i/* in luogo d^son- 

Af-f-(/Af 
de si abbia ^ . ^ ; in quesu si feccia x =s a , e 

i/Af M 

-^rr-saii il valore di —nell'ipotesi di x =4-j-.|/«, 

d sìa di M:=a • 

d.M o 

Se j-^risultasse==— , si opererebbe come sopra. 

o 
Si vede di qui, che — è un'espressione inde- 
terminata . 
574. Se l'esponente m fosse fratto, non sì tardc- 

rà punto a trovare il limite . Pongasi i»= T > ^ ^^ 
avrà in generale 

r -\ P - P ^^ 

q .: , e finalmente 1 = q . 

In generale, se si avesse da differenziare una 
funzione complessa (x^-\^hx^-\^cx^ &c. y si farebbe 
=:3fP , e si avrebbe rf. A^ = , 

/rXP*V.Ar=:X^^+^^n^-f f^f &C. ) P-'rfC^"-}-^^™ &C.) 

dove p potrebb' essere qualunque intero , ò 
fratto . 

57$. Col medesimo principio delle differen« 
ze evanescenti sì ottiene il limite di .«..•••.. 



AHxj) d(xy} Miy±yd!i xdy±zydx 

perciò si ha d.xy^xdy±ydx y chediccsi il dilTefeft- 
zìale di xy • x 

575i Nella stessa maniera si trova y 
A.(^r') j 1 (ix ^dy Y ^ 

dx 

ydx — xdy x ydX'^xdy 

z-z — " , e si ha rf. — =: : • 

y^dx y r 

J77, Da tutto questo si, raccoglie i.° ChepisT 
ottenere il difFereoziale evanescente di una potenza 
x^ si dee moltiplicare la potenza stessa, per il suo 
esponente , e dividerla per la radice x . 2.® Che per 
differenziare un rettangolo xy si dee moltiplicar 
ciascuna variabile per il differenziale' deiraltra*. 

X 

3.® Che per dififcrenziare una frazione — si dee 

y 

moltiplicare p6r il denominatore il differenziale dei 
numeratore ; sottrarvi il prodotto del numeratore 
nel differenziale del denominatore , e dividere il 
risultato per il quadrato del denominatore . Con que- 
ste tre regole non v'è funzione algebraica, di cui non 
si ottenga il differenziale • 

578, Scoi. M^de la Grange in u^na lettera al 
Conte Fagnani Tanno 17 J4. diede una formola gc- 
.neralep per cui si ottiene immediatamente il diffe- 
renziale, del prodotto di un nufuero qualunque di 
variabili • 

Siccom* essa é non meno semplice » che elegao** 
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te giova qui addurla brevemente . Essa è la seguente 

wr(i» — i) 

In essa m rappresenta Tordìne del differenziale, che 
si cerca» e perciò d mostra che la quantità si dee 
jjrcndcre neiratiual sua forma .\la generalità dì que- 
lla formola si può verificar facilmente; In appres* 
so si può vedere, che servie ugualmente per unna- 
mero qualunque di fattori . 

57p. TroùL Si dimanda il differenziale di una 
funzione iogarimmici qualunque • 

Soluzione • Nella differenza logarimmica A log\ x 

Ax Ax^ Ax^ 
« v*— ,v2t±:':;.i — &c- si divida per Ax , e 

d • log^ I 
facciasi A;r evanescente ; rimarrà — JT^ • IT * ^ 

' dx . 1^ 

perciò dJog^e: — ^ 

Se X fosse una potenza intera , p fratta , onde si 
avesse x^ , sì ridurrebbe quest'espressione ad mlog^x 
ese^ fosse un prodotto» oppure un quoziente, ù 
dividerebbe il logiwrimmo nelle sue parti « e si ope- 
rerebbe come sqpra • Resta che abbiasi a differen- 

ziarc fo^tir^ ; In questo caso , facciasi logx:=y , e 

^ dx 

e si avrà àAog^s^d.y'^tsmy^^^àyzimlog.x^''^'^ 



580. Col priittfpìo delle differemie fìtìitesi tro- 
va con egual ftéilhà il diflerenziak di un seno , 

e di un coseno; Si ha d.sen^ =z dxcos.x i e • #. 

d^c9$^ai^^d:tstnJt. 

581. 



581- Gli usi Incomparabili di questi principi si 
vedranno nel Calcolo Differenziale da coloro , che 
vorranno proseguire questi nobili , ed amenissìmi 
studi. 

Intanto vediamone un saggio nella formazione di 

«Da pocenza(4»-|^>)'** : Questa si ponga 

s^-^^Bx-^Cx^-^^Dx^ &c. ; Siccome ambedue i meni, 
bri dc\VeqMZ\Qne(a-{^x)^ siué^Bx^Cx^-j-I>x^ &c. 
si sitppangono eguafi , per ©o-egual mtitazrone deb- 
bono conservar r eguaglianza. SÌ faccia dunque 
xso 9 e si avrà oFsA. Patto questo >i prenda ?1 

difFerenziale da ambe le parti « e sf svrk •.... 

m fiJ^x)/^'''4xsBdsc^TCxdx^S^»^dlx &€• Si 
ponga dinuovo x=o , e si divida per dx • 

Rimarrà maf^'^aB^ Sì dìf&renzj nuovtmtnte 
Tequazìone rimasta w(;i--f-A:)™"''=J?4-2Cjr-|«3D;r' &c. 
Si trova »r(w^i)(4^^:rr"'rf^2C(f^-f*tó*tf;r-f &<. 

Dividasi per dx^ e facciasi x^o ,^ e sj avrà 

mini — t^ 

■^ — —-'^ a^'^^:::C y e proseguendo nel modo stessa 

«i troveranno tutu i coefficienti dqlla formoU 
Newtomana . Non è già che questa sia una dimo- 
strazione del Teorema Newtanf»fM , perchè il Ct\^ 
colo ditferenziaie dipende da esso. Fu un errore 
delTEuItroi) credere » che ft Teorema Nev^toniatH^ 
«i potesae provare col sndetto Cffto>lo • Quando 
una verità si è dimostrata una volta , è facile dU 
'lii€»atraria tu molte altre imvtencr ma $1 rlciiiede 
assai di avvedutezza, perchè le seconde non dipep-^ 
daiio dalla prima* 
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SEZIONE IV. 

Calcolo Inverso decimiti. 

582. Appena si fece ii memorabil passo deir 
Analitica determinazione decimiti , tosto si comin- 
cio a sentire il bisogno di tornare dai limiti alle 
funzioni, da cui essi erano derivati • II Metodo 
che si occupa di questo problema, e che dicesi 
Metodo inverso de'limiti » e Calcolo Integrale » pun- 
to al Metodo diretto non cede nella fecondità, ma 
disgraziatamente lo supera di assai , sorte comune 
dei Metodi inversi , nella difficoltà , e nelTintrica- 
rezza • A noi non appartiene che attingerne le pri- 
me idee • 

583. Siccome si è veduto esser rf,jr™sw*™""*rf;c , 

posto che Ila /il segno delPIotegraztone , si ha 
/ d.x^ zmjp^'^dx cioè ;r«*=i» / o^^^dxi Si fac- 

. If-f-l 
molaiche ci somministra una Regola generale: 
Che per integrare una differenziale monomio basta 
accrescere il suo esponente di un'unità, e divi- 
derla per l'esponente cosi accresciuto , e per il dif- 
ferenziale. 

584. Essendo proposto il differenziale d.xjs:xdy . 

^ydx sì avrà f (xdy-^jdpc)^xyi come pure se vcn- 

/ jr \ ydx — xd 

ga dato il diifllcrcnzialci/ ( — •! s — -; , si 

avrà 
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avrà / [^ 1 — ^ ) = — com'è per se maniftsto. 

585* Scoi Giova qui osservare , che per mezzo 
della formola cK M. de la Grange ^ì può trovar 
prontamente l'integrale di qualunque ordine del dif- 
ferenziale di un prodotto di piti variabili • A que- 
st'effetto si prenda m negativa, e si avrà l'integra- 
le che si cerca • 

58($. Rimane da osservarsi, che se s\ avesse da 
dx rix 

integrare — , sarebbe/ ^ sì log. xcomt pure... 

fVix dy\ x 

y 1 "r*— ~ J- '^i;*T » ^ cosi di molte altre funzio^ 

02 di questo genere • . 

E che avendosi dxcos.x^ |-^jrjr».x, sidee 

zvtrtj ix COS. X = sen.Xyfij-^dx sen. x = cos. x . 

Questo è quanto si richiedeva per agevolare ti 
sentiero all'intelligenza di alcune cose, cheverran. 
na in appresso, e per dare una leggiera , ma giu- 
^a idea dei Calcolo Infinitesimale • 

S E 2 I p N E V. 

Teoria delle funzioni Massime , e Mìnime . 

587. Fra le funzioni variabili vene sono alcu- 
ne , i di cui decrementi , o incrementi sonocifco- 
scritti da limiti determinati , cosicché giunte che 
sleno esse a questi limiti, la di loro variazione 
retrocede , finché ritorni ad un'altro limite , e co- 
si in seguito • ' 

Il limite d'incremeato dicesi valor Massimo » ed 

il 



il limite di dccrcmcato dicesi valor minimo della 
funzione, d! cai si tratta. 

588. La ricerca dei valori clie zyir debbono 
le variabili componenti una funzione» perché si 
trovi es$a in un limite 9 appellasi Metodo ae*Mas« 
^imi « e Minimi) ed è UQ ramo di Teoria nonmen 
(dilettevole, che dovizioso, tanto per la scoperta 
di moltissimi Teoremi astratti , e geometrici ,qu3n- 
:tP pel ritrovai^QQto di molte sublimi verità in 
tutta la Fisica • 

.....589. B'da q*e$cp «ecodo per esempio, che si 
sa nella Ballistica, qual e^ier debba la figura de* 
proiettili , e quale la vìa angolare , che debbono 
Seguire, perchè la lunghezza del loro camn[)iito 
risulti la massima. 

. Per esfio nel Idraulica si sa, qual debba esser la 
curva , che riceva da una colonna di acqua il mas- 
simo colpo io tufte le iytuazioni • Per eiso nella 
Nautica non s^'gnora la precisa figura .esterna di 
un vascello, disposta ad incontrare la minima re- 
sistenza , e Io stesso dicasi di altre non meno ele- 
ganti , che vantaggiose scoperte • 

5po. Trobl. Proposta una funzione di una sola 
variabile, determinare le condizioni , che si richie- 
dono , perchè sia ella suscettibile di massimo, o 
di minimo ; fissare i criterj , per i quali conosce- 
re se un dato valore debba produrr^ un massimo^ 
ó un minimo; e determinare una formola , laqua*^ 
fc^ comprenda tutti i valori della variabile, che 
possono render tale la proposta funzione . 

Soluzione, Sia la funzione generale • 

^4-/^^'+?^""*+ &c. +iC=Punz.«e (y);Pongasi 
xdbAx in luogo di x e sia Ax estremamente pic- 
colo . fi'fàdle a vedersi che^i avrà la funzione tras- 
formata, che segue 
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«(!»— I) W(m-— i)(m — a) 

fi» — i)(m — 2) 



zciwx- --j-^w-^i;/^j: — -f-^w — -ijqx"' ' «e. ) Ajr 
/ «(»— i) («r— i)(i»— »)■ \ 

+V ~2 ^'* + ^ ^^*^"* *'«• ) ^' 

fm{m—'X){m — a) \ 

=*=v. — rr^ — ^"* ■\-s^c.)AxK 

Si ponga il coefficiente di AAr=7 ; quello di Ajr*=^ 
quello di Ax^s J^, e cosi in seguito, « si avrà 
FuDg.e {x:±:/^)s Funz.«(*) =fcPA*4-^*»dbHA;r» Ac. 
òi cr^spoo^fl 9 e S4U4 •••«••^«••••••••••••••••«•* <••••«•••••••«• 

FuDX.e (;r)=: Fuox,e (Jtt±:Aj:)=fcPAA— ^Ajr»d=HA*» &c. 
€ SGpdrflodo 1 scsot ••••••«••••••••«••••••••¥•••••••••••««*•••• 

Fuoz.c (jr)s: Funzwe (jT-f'Ajr; — ^PAx— ^^'-f i^>lr* &c* 
Funx.e (jr)s Fuoz.« (Jr— Ajr)4.PAx— ^jr'^^HAx^ ^* 

S' avverta idcsse > dus quando funzione (x) arri* 
va al massimo , deve esser > Punz-e (x-f-Axs e > 
Fuaz«e (jt-^Ax) , «e che' quando arriva al mimmo 
deve essere < Funz.» (x-j-Ar), < Funz*e (4>--Ajr) , 
con questo ù vede cbiaramenie , che suw'stan*^ 
do VAx non può aver luogo oessuna di queste due 
condizioni , perché a iMtivo di Ax estremamente 
piccolo yAir> ^x^ , e perciò «e risulta .♦..*••- 
Funz.e (jT) < Funz.e (x-^-àjc) , e 
Fu nz.® (jr) > FuAz^e {x^^i^) . 

Nelr ipotesi dunque del massimo , o del mini- 
mo deve e«$ef X0O ^ e perciò deve avefsi ^^..^.a- 

Fun- 
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Fanz.e (jr)= Fanz* (Jt+Aj:)— ^x»--i?A*»r-JA** &c 
Funz.e (.x)= Fanz.e (x— A*-)— ^A*«+i^A*^-.JA*^ &c' 
Ora « osservi a motivo della sómma piccolezza 
di Ajr, la quale « può supporre indefinitamente 
prossima ali evanescenza, ^A*» deve risultar mas- 
giore della somma di. tutti i termini, che le succedo- 
no , e si vedrà , che essendo ^ positivo deve aversi 
Fun2.e (AT) < Fuiiz.e (x^Ax) , e < Funz^ (x-~Ax), 
e che essendo ^ negativo deve aversi 
Vùt^.^(x^>Favz..(x^Ax),c Fur,z.e ^"(xI^AxJl 
Etco dunque . che la principai condizione del- 
la possibili^ del, massimo, e del minimo è, che 
sia P=o . Posta questa , se ^ sia positivo, avrà 

Ora P non è altro, che la funzione proposu 

- moltiplicata -ordinatamente per la progresSea^ 

timmeticaw , m—x , w—, «, «. fj'**'*'"^ •* 

. finché abbia luogo il Massimo ^Tmfnr^"! '^■ 

cioè jrdevc ^sere uno dei valori compresi in quTs°» 
equazione, adunque dalla soluzione di essa! che 
SI possono sapere tutti i massimi , e tutti i minimi 
di CUI è suscettibile la funzione propc^tl T * 
Siccome por^ altro non è . che la funzlon- P 

sostituii, ciascun, valore 'd? .VedoUall'rq uà" 
zio«e,P=o per i metodi, che esporrei, „\lU 
funzione. ^, per poter decidere quali valori di ^ 

'tTzr. rr°^^'^«" un mSo^ ' 

jpi. Scof. I. Tutti I valori di *, che verifica- ■ 
no- l'equazione 3>=o, essendo sostituiti nella fun- 
zionc.propoiu debbono. renderla un- massimo, a 



un 
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un tninrmo. Difetto non vf è veruna ragione suffi- 
ciente, per cui si debba preferire uno più tosto^ 
che un'aftrodi tali valori; meatrc ciascuno sodisfa 
alla condizione richiesta. 

. 592. ScoL 2. Nel caso , che oltre di T svanisse 
anche ^, p^r il raziocinio stesso , per cui si è 
provato, che non può aver luogo massimo , né 
minimo , senza che vada a zero T , rimane dimo- 
strato , che deve andare a zero anche I{ , e non 
Sy e che dal segno positivo, negativo di 5 si 
deve conoscere , se ciascun valore di x sodisfacen- 
te airequazfone i^=o debba rendere la funzione pro- 
posta un massimo , ò un minjm(» ; e Io stesso di- 
casi , qualora svanisca S , e cosi jn seguito . 

593. TrobL Data una funzione di un numero 
qualunque di variabili , determinare le condizioni, 
dalle qjiali dipende la possibilità dei suoi massimi, 
e minimi , . trovare* un'equazione, la quale com» 
prenda tult-i valori , che li possano produrre, e 
distinguere quali debbano produrre un massimo, 
e quali un minimo . 

Soluiione . Se i,° la funzione proposta sìa com- 
posta di varie funzioni distinte di diverse variabi- 
li , cosicché sia della forma X ifcrds Z &c. do- 
ve X è funz.? (x) , r è funz.e (y),2 è funz.e (z) &c. 
non si deve far altro , che determinare i massi- 
mi , e i minimi di ciascuna funzione separatamen- 
te per mezzo del metodo esposto . Dopo di ciò, 
quante combinazioni si avranno dei valori produ- 
centi un massimo di jc , jf , 2; &c. tanti massimi po- 
trà ricevere la funzione^proposta , e viceversa, quan- 
te combinazioni si avranno d,ei valori di XjyyZ &c. 
producenti un minimo , tanti minimi potrà rice- 
vere la proposta funzione. 

Di 
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Dì questo poi se se capisce la ragione £iciU 

inente avvertendo » c\ie una funzione di più vanV 
bili f non può esser massima ; ò minima » senza 
che ciascuna variabile cospiri nel medesimo tem« 
|)Q a produrre un massimo, o nn mminv). 

2.^ Passiamo al caso,in cni le variabili sono mi« 
ste insieme in qualunque modo per moltiplicazione^ 
o per divisione • 

Nel primo caso » inerendo al principio , che eia* 
scuna variabile debba concorrere nel medesimo teni« 
pò al massimo , o al minimo » si dovrà conside* 
rare la funzione totale come comporta successiva- 
mente di una soja^ variabile , e formarpe V equa- 
zione T=:o * In queito modo si otterranno tante 
^equazioni della forma di P^o, quante sono le va- 
riabili, e da queste permezzo delTanalisi, si de« 
durranno tutti i valori di ciascuna variabile , ca- 
paci di rendere per se stessi la funzione proposta 
un massimo , o un minimo • 

Determinati questi valori , quante combinazioni 
si avranno dei valori producenti un massimo , di 
tanti massimi sarà suscettibile la funzione , e io 
stesso dicasi per rapporto ai minimi • 

Nel secondo caso la funzione si conterrà generai 
^^Bx-{-Cx^ &c. 
mente nella forma^^^.^.^^,^a g^c. 

^(^+Bx^x^8ccyx-q~:^ do. 

ve .^ , £ , C 8cc sieno funzioni algebraiche qua^ 
lunque à\ y^ z^ tj &c. Ora un prodotto, non può 
esser massimo , o minimo « senza che massimi 
sieno , o mìnimi nel tempo stesso i suoi fattori; 
dunque basta trovare i valori di 4r > che rendono 

mas- 



massimo , o miDimo il hmrt •/f4»«*-f^jr^ 8^^. 

per ciò che si è detto di sopr», e lo mbbq operam 
per rapporto alla/uoaione ^'-j--B>^C'jf^ &q. av- 
vertendo solamente, che quei valori di or > i quali 
refldoBO un massimo ^^-l-M^x-^-Cx^ &g^ rendano 

un. minimo la frazione ^, , 5.^ . ^.^^"^ , ^ 
viceversa . ' * • 

Si osserverà pertanto quante abbiansi combina- 
zioni dei valori proHucenti un m.ass^imo » e quante 
^e ne abbiano di queKi producenti un mimmo , e 
saranno cosi determinati tutti i massimi ^ e i mini'<^ 
. * . .A-\'Bx-^Cx^ 8cc. :. 
mi della funsione fratta ^r^^i^^^r^a ^^^ . 

Questo è il metodo di determinare fmassimf', 
e i minimi di qualunque funzione algebratca ra- 
zionale . ' 

594. 5ce>/. Non é difficile a ravvisarsi, che data 
tfssendo una furinone X ^ si ha con differenziarla^ 
titt equazione Identica all'equazione ?ro , e che 
perciò invece di dedurre dalla funzione data l*equa- 

dX 
zlone Pire si può impiegare l'equazioneT* ro che 

si ottieqe con iao^ operazione pìù«emplice » e più 
spedita . 

Ba^ti^ per\ i^f^ssp ;|ver divisato il metodo » di 
€ui dovrap9 fiar.jiso ceirAoalisi per riscipgh'cre i 
probJje^ d^ì massimi, e dei mìnimi» 

SEZIONE VI. 

Teoria delle, /unzÌQm infinite ^ ed infinitesime }, 

595* Fra le funzioni variabili motte ve ne sono, 
i di ctìi iBcrtoicat! , e decrementi non sono circo- 

scrii- 
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scritti da verno limite determinato t ma continua- 
mente crescendo , o decrescendo , tendono a due 
limiti indefiniti, cioè alPinfinito , ovvero alPinfi* 
nitesimò ; (imiti ai quali non possono pervenire , 
cbe dopo esser passate per infiniti gradi successi- 
vi d*incremento , ò di decremento • Ai limiti di 
infinito, ed infinitesimo semplice, succedono i li« 
miti d^infinito , ed infinitesimo dì second* ordine ; 
dopo di questi vengono i limiti d^'nfinito, ed in- 
finitesimo di tera'ordine; e cosi in seguito. 

Di queste funzioni considerate come esistenti » 
in uno dei limiti divisati passiamo opportunamente 
a trattare. 

595. Teor. Qualsivoglia quantità è suscettibile 
dì un incremento , e di un decremento in- 
finito • 

Dimostrazione . Una quantità di sua natura è su- 
scettibile di incremento , e di decremento ; ma 
sebbene accresciuta , o diminuita io qualunque 
modo, conserva sempre la sua natura ; dunque 
può ella crescere , e decrescere in infinito « 

597. TeoT. Una quantità , che sia divenuta infi- 
nita , o infinitesima , non può ricevere nel primo 
caso veruno augumento, che non sia infinito , e 
Don può ricevere nel secondo Veron decreménto 9 
che non sia infinito. 

Dimostrazione Una quantità finita , la qua'le sia 
giunta all'infinito, ha ricevuti tutti ì gradi finiti 
di accrescimento , e perciò non può esser più ac- 
cresciuta di quaptità finita * ^ ^ 

Parimente una quantità finita , la quale sia di- 
venuta infinitesima, ha subito tutti i gradi finiti 
di ^decremento , onde non può e$ser< diminiiita piti 
di quantità finita ^ ma soltanto; di quantità in- 
inita. ' Quin- 
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a a 

Quindi co !±:^- ^'^'^^^' 

5pg, Teor. Grìnfinici, come pure grinfinitcsimi 
possono esscfcd'infiniti ordini . , 

Dimostrazione . Sia una quantità finita i / e si vo- 
glia un terzo proporzionale continuo aiia ragione 
4:00 ; è manifesto , che si avrà» ..••• 



2 
00 



a 
Nel modo sì cerchi un terzo proporzionale dopo 
i due termini 00 , ciò ^ , e si avrà ©o : 00 * ;: e© * : 

^^ — ^ = 00 ^ , e cosi in seguito , e Io stesso vale 

per rapporto agi' infinitesimi . Per conseguenza si 

ha la serie co t 00 ^ : 00 ^ ,..: 00 « , comt pu- 

1 1 I I 



59p. Di qui nesegue,che un infinito di un'ordine 
w, non può accrescere ne diminuire un'infinito di 

un ordine >iw . Quindi o» ?dr:oo = co ^ , 

•0 ^droo '=00^ ; oo'^ti^o"»-"^ ©0™ . Difatto il 
rapporto di 00 ed 00 * è lo stesso , che quello 
di 1 : 00 ; ora I non può accrescere ne diminui- 
re i'infinito , dunque &c, 

. Lo stesso dicasi degFinfinitesjmi , e si vedrà,che 
I ^ I I I I II 

— »• j I t I 1 ^ — ^ -^ I , r j _, 

l'ut" 2 ^ 9 2 wi * I 3 ZI ^ •BBsaaA» .M 

00 00' «o'iC 00^ 00^ 00 "* 

I I 



'00 "^"^ "^ 00 "* 



(Soo. Per rapporto alle operazioni da farsi 'su 
questa sorta di funzioni, non vi è altro riguardo 

Cc^ '.^ 
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da aversi che quello indicato al (». 597. ) esposto 
intorno alla somma » ed alU sottrazione , poiché i 
di loro prodotti, quozienti , potenze , e radici si 
ottengono colle regole stesse, solite usarsi per le 
quantità finite • Si ha per esempio 

(00 «>)"=: 00 "»'>, (00 «) =r«o — . 

Passiamo adesso a considerar Tequazioni infinite , 
e sia proposto jl seguente 

601. TrobL Data un^equazione a due variabili , 
xielPipotesi che divenga una di esse uguale all'infi* 
cito, oairinHnitesimo, determinare quali debbano 
essere i termini che svaniscono, e quali quelli che 
rimangono • 

Soluzione • Per effettuar la soluzione di quest'in- 
teressante problema , convien premettere alcune 
nozioni preliminari , e sono • 

I. Che se tf^r™ , bx^"^ y"" , posto x ^ <^ ^ o 

I 

"s: "^ Sieno due infiniti, due infinitesimi omo- 
00 

^enei , debbon'esser cali anche ^r*^ • f^ • ^^ eccone 

Ja ragione* 

Dovendo essere 4af", bx^'^y^ infiniti , o infini* 
tesimi omogenei, conviene che<ia i»f299r«— r-f-'H va* 
le a dire rr»;. dunque &c. 

IL Che in un'equazione a due , ò più variàbi- 
li non si può fare una , ò più di esse =: 00 , ò 

I 

s: — indifFerentemente,ma8oItanto'aHora>che non ne 

fip . . ■ . 

deriva con tradizione , 

III. Che 
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ni. Che in on'equftifoftè non puócwervi un tcr- 

ifìifte infinito sewa che ve ne sia per lo meno uà* 

altro del medeiim*cJrdine; altrimenti svaninebbero 

tatti i termini , eccettuato (jaello che si,suppone ia«> 

finito , ed esso poi rimarrebbe =0 , cioè minore di 

tutti gli altri , il che contradice aJt' ipotesi . 

IV. Che in un'equazione a due variabili x 9 y ^ 

in cai gli esponenti formino una progressione arinnh 

I 

metica , posta fina delfe variabili r 00 , ò s ~, tutti 

00 

i termini debbono risultare infiniti , o infinitesimi 
dello scess'ordine . 

Sia l' equazione ax^ -f i;r™"'/ + ex "^'"" jf ^ 
-^-dx^'^^y^^^ 8cc. zzo 9^ pongsLsi x^9o ; ne proviene 
4^"^-aoo™; dunque vi dev'essere almeno un'altro 
termine infinito deirordioe m . Sia questo per esem- 
pio c;r™"^y faranno ( num.° i,"^) jr" , y" in^niti 
omogenei ; qaindi faranno tali anche i termini Ar*^ 9 
y\ e perciò saranno infiniti omogeoei tutti i termini 

La dimostrazione ha luogo egualmente qualunque 
sia la prima coppia di termini ^^f^be si suppone omò« 

1 
gcnca , e se pongasi a?-— . 

Se Bell'equazione data mancasse qualche termifììe 
sussisteftbbe amcora la verità del Teorema . In ef- 
fetto si -vede dall'espressione generale di- un ttrlnirte 
qualunque y^x"^^^^ . y° ; che essendo x^ , y infiniti 

omogenei , si ha .^^x^"^^ . y^^ = — ^ . yP"^ =^x^ 

s:^"*. Posto tatto questo , prendiamo a sciogliere 
il proposto Prt)blem5 , 

• Ce a Trat- 
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Trattaodosi di un'equazione a due variabili jir^y, 

sembra a prima vista , che se suppongasi x z^ oo 
non ^t debbano conservare , che i sóli termini , 
nei quali x abbia la massima potenza omogenea, 

I 
e che posto x sì ~ sì debbano conservar quelli 



nei quali abbia la minima potenza omogenea • 

Ma questo sarebbe un concludere con precipi- 
tazione , poiché la grandezza di un termine non 
si deve inferire dalla sola x j ma da j ancora , 
che può essere infinita di diversi ordini, finita, 
o infinitamente piccola • Se x^y sia per esempio il 
termine, in cui x abbia il massimo esponente , non 
si deve concludere , ch,(^ sia maggiore di ogn'al- 
tro , in cui detta variabile abbia un esponente mi- 
nore , che sia per esempio > di xy^ , perchè, se x 
essendo infinita, risulti y infinita dello ste-is' or- 
dine , x^y è un infinito di 4,° ordine , ed x^ è 
un infinito di 5.** ordine . 

Per questa ragione , non si dee giudicare , che 
un termine sia maggiore di un'altro, perché la 
somma degli espo<ienti è in esso maggiore di 
quella degli altri • 

Convien dunque sapere di qua!' ordine sia y , 
per poter dedurre, quali termini «iano maggiori, 
o minori di ogn'altro • Ma per saper quéfto con- 
vien separare i più gran termini dell'equazio- 
ne , per dedurne quindi il rapporto di jr , e di^ • 
Questo non si può eseguire senza che sappiansi 
quali siano questi termini : onde sembra impos- 
sibile la soluzione del problema . 

Si può però facilmente osservarle , che si pos- 
sono supporre due qualunque dei termini maggio '- 

ri 



4^j 

fi di ogn'aUro> e che soli costituiscano V equa- 
zione , purché una tal supposizione non conduca 
a dalle conseguenze contradittorie . Cosi per esem- 
pio nell'equazione x^y'\-ay^'-^a^x=o si può sup- 
porre , che a^x svanisca in paragone dei due pri- 
mi termini, essendo xzzco , mentre da questa ipo* 
tesi ne risulta x^y'\'ay^ z:o=: x^ -\-ay y e perciò 

x^ 
y-'^~ » cjoè oc risulta j- 00*, per cui x^y^ ay^ 

divengono due infiniti di 4.° ordine, al di cui 

confronto a^xz: 00 non è di alcun valore • 

Si può supporre x^y — <z*jr=:o, poiché ne risul ta 

a' a" 

xy—a^zio , yz:— =:— per il che Jt'jy , e ax rie- 

a 

scono eguali a 00 , ed ay^ come =: T svanisce 

00 

naturalmeate . Con supporre però ay^ ^^ a^xz:o 

ne risulterebbe una contradizione, onde /ry% ^j'jc 

non possono essere i termini massimi per cui gli 

altri svaniscano . 

Lo stesso si può praticare nel caso che sia 

00 

Ma ciò clie è riescito facile in un'equazione 
semplice, diviene assai operoso in un'equazione 
molto complessa, in cui il numero dei termini ri- 
chiederebbe un gran numero di comparazioni , del- 
le quali molte riescifcbberb inutili . Newton per 
ovviare a qu^st' inconveniente, immaginò il paral- 
lelogrammo , che si chiamò poi analitico . e che 
da M. Gua fu ridotto utilmente ad uo triangolo. 
Ecco brevemeBte il dettaglio di quest'ingegnoso 
ritrovato. 

C e 3 Si 
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Si supponga lin triangolo reteangolo.^fiC(Fig.ij.) 
di cui sia un lato lAB situato orizzontalmente • Si 
dispongano in esso , diviso già in tante case , i 
termini tutti deir equazione proposta , e questi 
nella forma , che si vede nella Fig.*sud.*. Da 
' questa sola disposizione dei termini si vede subi* 
to , che nel caso di jtc oo , ( suppongo situato il 
triangolo in guisa 9 che la colonna senza x sia 
1* infima colonna oriftzootale nel caso di- ^ :r 00 , 

e viceversa nel caso di xz: _ ) . Si vede su* 

00 
bito dissi , che di tufti i termini i quali 

esistono nella medesima colonna verticale 9 il 
più grande esser deve quello » che occupa un si- 
to più elevato: e che dev* essere il più grande 
quello , che occupa il sito più basso, nel caso 

di Jr _1 » perchè in tutti i termini'' di una mede- 

s^ima colonna , jf avendo lo stesso esponente» la* 
dì loro subordinazione dipende unicamente dall* 
esponente di x • 

Questa considerazione dimtouisce già notabil- 
mente il numero delle comparazioni , che si richie- 
derebbero per determinare i più gran termini dell* 
equazione. * 

Il Teorema che segue , basterà per evitare ao^ora 
tutte le altre oomparaaioni inutili » 

6o2. TcBf. Se si paragonino due termini qualun- 
que , supponendoli delio stess^ordine , e se condu- 
casi una linea retta per il centro .didue case, in cu! 
sono situati i.^ tutti i terminiyche sono collocati in 
quelle case ». per il di cui centro passa una tal 
retta , saranno dei medesim^ordine • 

a.Xhe tutte le case , i di cui centri saranno al di 

so- 
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sópra della retta , conterranno dpi termini , i quali 
saranno tutti di un'ordine superiore . 

3.*^ Che tutte le case le quali avranno il centro so- 
pra la retta s conterranno dei termini 9 che saran- 
no rutti di un'ordine inferiore . 

Dimostrazione . Per concepir tutto questo , basta 
provare che la retta divisata passa sempre per i centri 
di quelle case, in* cui si comprendono dei termini, nei 
quali gli esponenti dìx y e di y , formano una pro- 
gressione arimmetica . 

Come jquesto avvenga, si vede a colpo d'occhio 
quando la ilstta passa per una delie colonne oriz- 
zontali, o per una delle colonne verticali • Basta 
perciò dimostrarlo per il caso in cui attraversa le 
case obliquamente • 

Chiamate colonne le verticali, e linee. le colon- 
ne orizzontali , sf supponga , che la retta attraver- 
si I» linee, ed «colonne per incontrare il centro di 
un'altra casa dopo l'incontro della prima: è chia- 
ro > che per essere ordinate le case uniformemente, 
ella dovrà attraversare altre 1» lince ^ ed altre «co- 
lonne per incontrare il centro di un'altra casa , e co- 
si jn seguito • 

Passi per esempio la retta pei; i centri delle due 
case jV* ed xy^ , attraversando una linea , e due colon- 
ne. Ella passeràjcom'è evidente, per il centro della 
casa x^ , traversando pure una linea , e due colonne, 
e così in seguito ; e questo perchè il centro della 
casa x^ ha la medesima relazione al centro della casa 
xy^ , che il centro di questa casa stessa a quello del- 
la czszy^ . 

' Ma gli esponenti di x aumentano di un'unità in 
traversando una linea, e gli esponenti di y aumen- 
tano di un'uniti trayersando una colonna da destra 

C e 4 a si- 
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a sinistra , e viceversa ; dunque se il termine esi" 
stente nella prima casa sia x^jy', il termine che sarà 
nella seconda sarà Jf'^^'^jf'^"; quello della terza sarà 
^am^itin &c.formandosi cosi dagli esponenti la se- 
rie K p ^+w > k,-\-2ni 8cc. l j /+« » /+i» *c. 
Di qui dunque si deduce per ciò che si è detto al 
(num.i.^), che i termini esistenti in quelle case» 
per i di cui centri passa la retta , debbon^essere 
del medesim^ordine • 

Per dimostrare la verità delPaltrc due parti con- 
yièn premetterei! seguente 

LEMMA. 

703. Dati i termini di due case , per il di cui 
centro passa la determinatrice , cioè la retta» tro- 
vare un metodo , per cui poter conoscer sempre a 
quaPordine d*infinito, o d^infinitesimo apparten- 
gono i termini stessi, e perciò tutti quelli i quali 
esistono in quelle case» per i di cui centri passa la 
determinatrice . 

Soluzione i.* Sieno dati i due termini qualun- 
que .r™y, jr'^+kji+n^ Questi, siccome sono dello 
stcss'ordine , dovranno rimaner tali anche do.po che 
siasi diviso ciascuno per uno di essi, per esempio 
per il primo : si avranno con questo i termini 

^[imyr , i^'y" » o sia , I , «y^ i quali do- 
vranno essere dello stess'ordine ; ora i è sempre 
una quantità finita; dunque dovrà esser tale anche 
x^^ ; si dica ;r jf'=:i^, esi avrà)f=:/^'-';r"*'^ ; si sosti- 
tuisca questo valore di^ nell'altro termine x^y^ 9 
e ai avrà un termine tutto in at > dal di cui esponente 

' si 



sì conoscerà l'ordine ricercato ; il termine sudctto, 
-fatta la sostituzione diviene t^-^ jjr/m-nirvi . dunque 
Tordìne dei due termini dati è (m — nfoil . 

Questa è la soluzione più semplice , e pii di- 
mostrativa . E' necessario però trovarne un'altra, la 
quale ci possa fare strada a ciò che noi ricer- 
chiamo . 

Sìa pertanto 

Soluzione 2.* Si conduea L determinatrice intera 
finché tagli l'ultima colonna verticale; se la deter- 
minatrice passerà per il centro di una casa esisten* 
te in tal colonna , il termine stesso di tal casa 
marcherà T ordine cercato , com' è per se mani- 
festo^ 

Se poi la determinatrice non passi per il cen<* 
tro di alcuna casa , esistente nelP ultima colon- 
na verticale, si procederà in questa maniera. 

Si supponga divisa la distanza, che passa fra i cen- 
tri di quelle due case, fra cui passa la determinatri- 
ce, in un numero di parti , grande quanto bisogni^ 
e si supponga inoltre (dato per esempio, che la 
determinatrice passi fra le due case di ;r, e di x^ ) 

t I 

si supponga, dissi, che i termini *'+ ~ , x^^ — , 
I I 23 

X '* "" ; «'^ "7" &c. esistano nei punti , che 

dividono T intervallo accennato , nella ragione stes- 
sa , in cui Punita è divisa nella data potenza fratta, 
dal suo denominatore • < 
1 

Cosl^'"*— si supporrà nel punto di, mezzo fra 
2 

^ s t * V+ — si supporrà distante da x della metà 

^ di 



y 
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I 

di ciò che è distante da i^* ; che x'* — sìa dlstau- 

4 
te da A? della terza parte di ciò che è distante da 

V &c. &c. 

Concepito bene questo , se la determinatrice pas- 
serà per esempio fra i centri dtlle case x^ ed »^ , ma 
4 volte più dapresso ad ^ che ad x^ > il termine 

4 
ivi esistente dovrà essere ^'+—, e perciò T ordine 

dei cermfoi esistenti sulla direttrice, sara^nno dell'or- 

4 
dine g -f- "T • 

La verità di questo metodo si può comprovare col 
metodo usato nella prima soluzione . Questo basta 
per il nostr'oggetto, punto non curandoci di farne uso 
nella pratica . Osserviamo soltanto che l'ordine può 
essere anche negativo , e che questo avviene ogni 
volta che la determinatrice non incontra l'ultima co- 
lonna verticale , che nel suo prolungamento inferio- 
re • In questo caso ai punti di divisione sopra accen- 
nati , si prefigono i termini di esponente negativo 
I I 

^T» , ^^'"'""^^«"'''"T &c- nfT^ &C. ìT^ &c. x^^ &c. 

^ 5 

H^^ &C • &C. &C- 

Veniamo adesso alla prova delle due parti già 
proposte di sopra . 

Suppongasi pertanto , che la direttrice lasci quaU 
che termine sopra di se . Per il centro della ca- 
sa 3 che egli occupa » se le conduca una parallela: 
essa dovrà traversare l'ultima colonna .verticale iti 
un punto di divisione , in cui T X\ avrà maggior* 
esponeate di quello » che iia aei puqto di divisia« 

ne. 
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ne , per cuf passa la determt natrice primren ; dun- 
que ne segue 9 che il termine rimasto sopra la di- 
rettrice, dovrà essere di un' ordine maggiore . 

Per la ragione opposta si proverà , che i ter- 
mini esistenti sotto la direttrice, debbono essere di 
un'ordine inferiore a quelli, per i qaali passala 
direttrice . • 

Questo vale per il caso in cui si ponga a: =:ck> • 

Ponendosi x^ ,i termini, che si trovano so- 

00 
pra la direttrice saranno di un'ordine minore di queU 
li per cui passa dircttrìcc,e viceversa,e questo perchè, 
quanto è maggiore l'esponente dell'ordine , tan- 
to son minori i termini dotati di taf esponente , e 
viceversa , come l'idea delle potenze frazionarie. lo 
dimostra ad evidenza • 

In virtù del Teorema dimostrato si vede ades- 
so, che non si posson supporre due termini del 
medesimo ordine , ed i maggiori nel tempo stes- 
so dell'equazione, se la retta , che passa per i ceni 
tri delle di loro case, nell'ipotesi di jr=:oo , la- 
sci qualche termine sopra di se , e neli' ipotesi 

di Ars: J. , se lasci qualche termine sotto di se ; 

00 
Di qui poi si deduce la regola «eguente, per di». 

stinguere in un* equazione a d«e variabili, i ter- 
mini , che divengono infinitamente più grabdi di, 
tutti, gli altri , per la supposizione di jf , o di j^ 
infinita , o infinitissima « 

pegola .Formato il triangolo analitico , in cui 
le case tutte sieno quadrati perfetti, si disponga «» 
no in e%$c i termini dell'equazione proposta , con' 
quell'ordine, che si vede nelU fig«* »?• 

Sr posi il triangolo sul lato stb^sm » , se sup- 

pon- 
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pongasi X infinito » o infinttameoCe piccolo , e vi- 
ceversa . 

Dopo questo , si osservi quali sono le case pie- 
ne , per il di cui centro possa passare una retta , 
senza lasciare alcun termine sopra di se , nel caso 
di una variabile infinita . I ternaiini cosi determi- 
nati , soli formeranno ^equazione : La retta io 
questo caso si dirà : Determi natrice superiore • 

Nel caso di una variabile infinitamente picco- 
la , si osserverà quali sieno le case , per il cen- 
tro delle quali passi una retta senza Jasciare sot- 
to di se verun termine , e i termini cosi determi- ■> 
nati faranno soli l'equazione : La retta determi- 
nante si chiamerà ; Oeterminatrice inferiore • 

Si vedrà facilmente , che in ambedue i casi , 
delle determinatrìci se ^e possono aver pii!ì d^una. 
La soluzione di questo problema è di una gran- 
dissima utilità nella Teoria delle Curve , per de- 
terminare i rami infiniti delle medesime , ed i lo- 
ro asintoti rettilinei , e curvilinei . 

Ordinariamente però si richiede » che sappiasi 
determinare almeno prossimamente il valore dei 
termini » i quali si suppose , che svanissero totaU 
mente • 

. Per riuscire in questo, non v'è però alcuna dif- 
ficoltà • Suppongasi j=: A? nell'ipotesi di x^ =: oo 

Si ponga y=:M-^t » e questo valore si sostitui- 
sca nella proposta. La risultante si disponga sul 
Triangolo Analitico » e col metodo esposto di so- 
pra $i^ troverà ^=7y[ : Si faccia r=:7\(-f-^, e si de- 
termini u come sopra , e cosi in seguito • 
.Sia data per esempio l'equazione 4y^—;r^jf — ax^=:o 

quc- 



4^3 

essendo disposta sul Triangolo, situato sul 
lato senza jc, a motivo, che si ha una sola de» 
tcrminatrice inferiore, che passa per le casejr^, 
x^ (Fig.*240 ci somministra l'equazione ay^ -^ 
ax^=:o y da cai s'inferisce jf:=*?, che è il primo 
termine di una serie ascendente . Per ottenere il se- 
condo , sostituisco nella proposta x-f-r in luogo 
di V , e trovo la trasformata ax^-j-- jatx^ -f- l^^^^ 
^^/^.^-^^ — x^t-^aM^ =: o , che si riduce à j/ir^^ 
>^^at^x-^at^ — x"^ — M^t =0 : Questa essendo situa- 
ta sul Triangolo ci da due determinatrici inferio^ 
li ; Una di esse ci darebbe t=Tx , che io trascu- 
ro, perchè gli esponenti di x debbono atdar cre- 
scendo : L' altra determinatrice mi da }atx^ -^x^ 



,9 
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STO , o sia f=:~ , e questo è il secondo terrone 

x^ 

cercato f II terzo si ha con sostituire +« in luo- 

go di t nella trasformata precedente , per il che 

81 trova «. = •— j , , e cosi in" seguito. 

Non v' è bisogno di avvertire , che qualora 
Inequazioni ausiliari, per di. cui mezzo si deter** 
mina il valore dei termini successivi , hanno piik 
radici reali , la serie , che esprime il valor d'^ 
si divi'dc in più, e questo a proporzione del nu- 
meco di tali radici reali • 

Tutte queste serie però afiSncHè rappresentino 
effettivamente iJ valor di y , conviene , che non 
contengano verun termine immaginario^ Per assi- 
curarsi di questo, basta determinar tanti termini di 
dette serie , quantfse ne richiedono perchè si sco- 
pra 
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pra fra di ps&ì una legge costante . Scoperta que- 
sta non v'é più da temere rincontro di termi- 
ni immaginari . 

C A P l T O L O X 1 1 1. 

Teoria delle funzioni continue . 

^04* Le funzioni continue , o geometriche po&- 
tono esier trattate con mrrabil successo dall* Ana- 
lisi, nelfa soluzione de* problemi , che si riferii 
scono alla provincia deite quantità continue • Si 
vede però, che qiiest^associazione della Geometria 
coir Analisi non può assolutamente aver luogo , 
seva che si . sappiano rappresentare le diverse 
funzioni geometriche per mezzo di opportune 
formole a^ebraiche , perchè altrimenti non soa* 
esse suscettibili del Calcolo, e dei Metodi Ana- 
litici , e senza che si conoscano le proprietà ca- 
ratteristiche delle d/verse funzioni continue , per- 
cbè altrimenti riesce impossibile la scelta diquel^ 
le f che giovano alla soluzione del problema, 
nor^ meno che ta di bro applicazione . Conviene 
pertanto, che prima di entrare nell'Analisi ci 
occupiamo di questa ingegnosa Teoria, da cui 
TAnalisi ripete una metà del suo splendore , t 
dfitla sua grandezza • Si vedrà in questa guisa , 
quanto amichevolmente cospirino al loro vicen. 
devole ingrandimento T Analisi j e la Geome- 
tria, e che una di esse niente meno dall' altra 
riceve di ciò che le dona « 
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S B Z I O N E I. 

Delle funzìm Geometriche EUmentari ^ 

60^. Incommciando dalle faozioni geomecricht 
elementari , si vede y che qualunque linea retta s£ 
può rappresentare per una delle prime lettere dell* 
alfabeto se sia cognita , e per una dell' ulttme,se 
sia incognita . 

éotf. Qualora pero la retta da esprimersi sia uh 
lato di un poligono regolare iscritto , o circoscrit- 
to al circolo, siccome la formola esprimente dev' 
esser funzione del raggio , convien vedere ; come 
tali funzioni possano determinarsi • 

dfoy. Si debba esprimere Analiticamente iHatodi 
triangolo aquilatcro fscrittó . Sfa (P^'g-* i^') AB il 
lato , e sia il raggio CDz^a perpendicolare sh dì uiB^ 
Siccome si ha CE=:ED > per i triangoli eguali BCE y 

BDEy come pure /^£=:^-B , ri$ultaB5=:Y 4*^^JL z 

s: — a\/ i y e perciò ^B^y/^ . 

5o8. Per trovar la formoli del lato di uà po- 
ligono regolare iscritto , di sei, dodiciyventiquac» 
tro &c, lati, convien trovar la formola della: cor- 
da della metà di un'arco d^to . A quest'effetto sia 

^B=Jf y e sarà C£ p Ya^ — _ . Quindi .••••.• 

ED ir4— Va* — ?1 , e perciò Z)&:\/fi£* 4- ED^ s 

\/(2a*— 4^/(4^**^^*)) formola generale cercata . Io 
questa non si ha 9 che da sostituire per è la §0^ 

mola 



mola del Iato di un poligono iscritto » e si ottiene 
immediacameote la formola ^ del Iato di. un poli- 
gono di doppio numero di lati iscritto nel cir* 

colo • Co$ì facendo h:::a\l i si ha il Iato delPEsago- 
no =:^9 come si sapeva ; Facendo £s^ , si ha il Iato 
del dodecagono = a\J {:x — «v/j) ; e ripetendo cosi le 
sostituzioni si trova il Iato del poligono di 24 Iati 

=tf\/<* — \/(^+\/ 3 )) ; quello del poligono di 48» 

guito . 

609. Cerchiamo la formola del Iato del quadrato 
iscritto Essendo ( Fig.* x 2. ) AB il lato richiesto , si 

ha AB :^\JC^^CB^ -A\fl. ^ 

670, Costituende questo valore nella formola prc- 
cedeotc^si ha il Iato dell'ottagono iscritto=:4\/(2-v/2) 

CAst il lato del potTgono clii(JlatÌ5=rtv/(-v/C^+\/ * )) • 
quello del poligono di 32 , 



si. 
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6\\. Si debb'adesso esprimere analiticamente il 
decagono-' Sia hD (Fig.* antec.)il lato richiesto ; Il 
raggio CD divida in mezzo Parco doppio ^/f^, eia 
retta Df divida in mezzo l'angolo CùB , I triango- 
li DCB ^ FD5 risuUano isosceli, e cogli angoli alla 
base di 72^; dunque dalla loro somiglianza si ha 
CBtDB::DB:BF; -Ma anche il triangolo CDFè isosce- 
le; dunque CBtCFiiCFiFB ; dunque se dividasi il rag- 
gio, in media» ed estrema ragione il maggior sem- 
meato è uguale al loto del decagono iscritto • Dica- 
. .. si 
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si BDr:x 9 e si wrà :»'5r4*— n» , eqùazioncda cui si 
deduce con i metodi dcll'Anaiisi la formola cercata.^ 
Con questa si avrà per mezzo della formola della 
corda di un'arco sudduplo , trattando b come ^xo- 
gnita , l'espressione del Iato del pentagono . Riguar- 
dando 6 come cognita,, e sostituendo in suojluogo 
rcsprcssione del lato del decagono , sì avrà l'espres- 
sione del lato dcll'icosagono iscritto , e cosi degli 
aUri . 

612. Volendo la formola del lato del pentadeca- 
gono iscritto, bisogna sciogliere il problema : Date 
le corde di due arctii, trovar la corda della loro 
differenza • 

Per trovarne la soluzione con tutta generali- 
tà sia 

513. Trobl. Date le corde .^D DB (Fig.* cit.) 
e la corda ^B della somma degli archi , trovar'un' 
equazione fra queste corde , ed il raggio del cir^ 
colo » 

Soluzione • Per il punto ^4 conduco il diametro 
•/^I , e le corde H/, IB ^ Ciò fatto , in virtù del 
quadrilatero iscritto c/^H/5 ho(Geotn.^)^LHB=:^HM 
^\^B.Hl . Sia dunque , ^I^dy ^B-a; /4H=b,c BH^Cj 

ed a motivojche Hlè=^\/^l^ — ^fP,eBl=y/^i^^ u4B^^ 

si avràrrf=3v/rf^ — a^ + ^ \/ d^—b^ > che è Pequi- 
zione richiesta. 

r Trovata quest'equazione ♦ per trovarla corda,cbe 
sottende la diflcrcnza di due archi dati , basta ri- 
guardare- come incognita una delle corde /^-ff , /^H; 
e dall'equazione addotta , se ne dedurrà pronta- 
mente il valore • Sia, per esempio , */ffc:r, e 



dall' equazione ci =: b\/d^ — ^^-^x\/ d'— b\ si 

D d avrà 
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avrà mediaote i* Analisi ^ il valore 1 della corda 

cercata . v 

Ora, siccome il laeo del penCaaecagono é corda 

di un'arco di 24"^. « suppongasi, che Bfi sia corda di 

i . i. • 

6o\ r: — d , e che /rfJ.pcr e9empio,8Ìa corda dijtf^^, 

cioè lato del decagono; che tnedianfe il Metodo 
espostosi potrà quand'occorra • determinar colle 
regole dell Analisi; e fatte le sostituzioni, si avrà 
la formola,che rappfescnta il lato ' del pentade- 
cagono . 

614. Ottenuto il lato del pentadecagono , si può 
trovar quello di un poligono regolare di 30, di 
60 8cc. lati . 

Si possono dunque rappresentare algebricamen- 
te i lati dei poligoni regolari iscritti di 3,6, 12, 
24 &c. lati; di 4, 8, 16 &c. di 5, io, 20 &c. e di 
15» 30, tfo&c. lati . Per esprimere i lati degli a[* 
tri poligoni , conviene sciogliere un'equazione tan- 
to pili elevata, quanto è maggiore il numero de* 
lati (».4p2.) 

€ì$. Supponiamo adesso, che sia dato un poli- 
gòno regolare circoscritto al circolo, e che se he 
voglia respressìone algebrica • 

Sia LM il laro richiesto , ed v^B il Iato di un 
simil poligono iscritto • Posto ^B^a , ed il rag- 
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glo =:d , sarà CE =: v/C^*— ■^) > e per i triangoli 

simili CE ì EB :: CD ^ DM vale a dire v/(rf^— "T ) • 

4 
a ad zad 

In 
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Iti questa formHa si soifituwcìi rcspftwsionc dei 
Iato del triangolò equilatera, del quadrato , detresa^ 
gono &c. iscritto, in laogadf a 9 e si avrà sempre 
la fbrmofa esprimente il' lato det pongono cgrris* 
pondente circoscritto • 

Fin qui del!e JFunzioD! Uhéarl • 

616. Trattandosi di un rettangolo , si rappre- 
seaterà per il prq/dotco di due lettere come a b $ 
delle quali una sia la base, e l'altra ne sia Tal- 

teasza , e perciò un trfangolo si esprimerà per "T^cd 

un quadrato per a^ j ò h^ . 

6iy. Riguardo ai poligoni ».se sien^cs^i irrego- 
lari » si rapj^re&ec^tano per U somala de*' triangolai 
componenti • Essendo regolari si suppongano iscrit. 
li nel circolo. .Dicasi x un lato » » ir Igra rrqh 
mero , r il raggio ^ ed u la saetta 3 e faranno c- 

hx 
iguali alla forrrjola- ~ X (r-r*^, • . 

fili» Avvertendo , che il limite ^'incremento 
di un polrgono regolare è iicir^oto^ o che ik ti- 

n^ > ' ■ ■ - 

mite defla funzione T (r^— ») àopò^ tifi decremesto 

nx. 
infinito di if * T"^ ^ ^' raccoglie ^ Aq .siccooie 

i limiti di una medesima funzione debbono esser* 

eguali , ^ve averti fa superficie del éirtóbo ss 7^ t 
circ. e. V " * 

tf ip.- Prosegaeodo il razioclnm usato fin qui „ 
- D <i a ft-'i 
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SI vede i che U. superficie dì uà cùbp > di cui a 
sia il lato , è r: (f4* ; che la supcrHcie de'pristni, 
posta d l'altezza, e p il perimetro della base è 
spdf e che perciò . quella de' cilindri è = e. d . 
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La superficie delle Piramidi è = Z'- j Apote- 

ma , e quella de coni =ie.-J Arrèsto , o sia lun,- 

ghczza . j A w ^ ' ' 

620. Volendo impiegare il metodo delibici , si 

possono trovar delle formole in modo anche più 

elegante . ' . . 1 

521. Sia jf l'Arresto di una Piramide regolare; 
ed X un lato della sua base . Sarà l'A potem a s 

V V'— £ . e perciò la superficie := ^Vy'— f-» « 
I 4 a ' 4 • 

X- 
sostituito tru'^u^ in vece di "7 ( valore , che si 

ottiene , con supporre la base della Piramide iscrit- 
ta in un circolo , del quale il raggio sìa r , e la 
saetta detcrminata dal .lato della base; sia ujj si 
ha la superficie della piramide regolare , e ret. 

nx . , 

ta :=— \/jy*.^arii-f-i»* . Ora il limite di una pi* 

ramide regolare è il cono , che ha per base il 
circòbi;1.rco9crìj^ alla base delia piramide , e l'al- 
tezza comune . 

nx _L 

Il limite della fanzione -^\/y*'ir»-^u' è in 



nx. 421 

questo caso — y ; dunque la superficie def cono 

' n.x* ^•y 

retto è r y= — , come sopra . 

2 2' ' 

6i2. Qualora si trattasse di un cono obliquo* 
converrebbe ricorrere al Calcolo Infinitesimale • 

tfij.^upnongasi di dover esprimere algebrica» 
mente la superficie di un tronco di piramide , e 
di cono . ■ ' 

Shp il perimetro della base inferiore , e p^ il pe- 
rimetro della base superiore , che si sappone pa- 
rallela ali 'inferiore • Detta x la distanza di questi pe« 

rimetri , si ha la superficie richiesta =3(^+p') ~ • 

(524* Se la piramide si trasformi in cono rec- 
to » /^ , e p' divengono circoli e t r% «d è la sa« 

X 

perfide ;= (Jr+r') — . 
2 

^25. La superficie della sfera , siccom*elIa è 
quadrupla di suo circolo massimo > dev'essere as 

cr 
4. — =: 2fr . 

^ 616. Venendo finalmente all'espressione della so» 
lidità , trovo quella de' cubi 5: <i^ , quella dèpris- 

nx 
mi regolari =~(r — u)d^t quella de cilindri,chie sono 

€r 

un limite di prismi regolari :s — .d 

óij. Per rapporto alle piramidT,' -^ regolari se 
nx d 
flc ha la solidità s^(r^u)~ • Il limite di que-s 

D d } stCf 
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»tc,cioè il cono risulta eguale al limite di ~.(y— «*) T" 

cr d 

cioè :5 — . "7 • 

a 3 

^28« Per le piramidi • e i cocu a'oncati » ecco il 
r^iocioio 9 che biaogaa «eiguire per decerne l'es- 
pressione • 

Ciò che diremo del cono, potrà fàcilmente ap« 
pjicairsi alla piramide. Sia ^ ralt«z8a del cono in- 
aerò , ediw Taltesaa del tronco ; essendo, come so- 
pra,/^' 9 p i perimetri delle basi , ed rS v i lorQ 
pr X pW^ (X — w) 

raggi» *i *vfa — . ~.— — — * àDallapro* 

-x>D ' 2 3 a 3 

portione X'^mtxtir^tr , si deduca iì valor di ar » e 

questo essendo sostituito nella formola suddetta » 

ai avrà la formola cercata =:. •^^"^"^ , """ — ;;; 

2. 3 r^^r 

619. La ^lidità finalmente delia afera 9 siccom* 

«Bsa pttò rig^rdar» come un «c^mpasfio di pirami*- 

dieguali,infinitamente piccole, che abbiano tutte il 

vertice nel centro, sarà generalmente p 2 rr XT 

r=r^ cr* , dove e rappresenta la circonferenza del 

circolo massimo, ed r H suo raggio. 

($30. Ad altri aolidi non si estende la geome- 
tria ordinaria • L'usa 4elle foUmolc , àoalittcfae •da 
noi esposte è molto esxeso tanto nella ricerca di va- 
ri Teoremi , quanto nella soluz'ione eli moltissimi 
problemi, onde conyien rendersele familiari .. , 

Non ci dtlangWamo qui «d investigare le pro- 
prie- 
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prìccà relative delle funzioni geometriche elemen- 
tari , perchè qufste suppongo esser note dalla Geo- 
metria , e perchè anche senza di questo è fa- 
cile il riuscirvi con tutta semplicità , per mez- 
zo delle addotte formoie . Siccome poi nella pro- 
prietà Caratteristica delle funzioni della Geo^ 
metria Elementare tutto si riunisce il fondo dei» 
la loro essenza, e delle loro prerogative , quÌR« 
di non ci rimane , che aggiungere intono a 
questa 'parte di Teoria • 

S E Z I O N B IL 

Delle Funzioni Curvilinee v4lgebraicbé ^ 

6^1. Una linea curva si definisce : Una linea» 
della quale tutti i punti sono situati differente- 
mente fra di loro (M. Chambers) • 

I>icesi centro di una curva , un punte in modo 
tale situato dentro di essa, che tutte le rette , le 
quali passano per il medesimo , attraversando la 
curva da una parte alPaltra, vi rimangano divise 
per metà . Diametro sì appella una retta che attra- 
versa la superficie della curva in maniera, che di- 
vida IR mezzo tutte le sepanti parallele alla tan- 
gente condotta ad una delle sue estremità • Tali 
seganti si chiamano ordinate, e le parti del dia* 
metro da esse tagliate si dicono ascisse • Qualor^i 
le seganti divisate incontrino il diametro ad angola 
retto , esso prende il nome di Asse . Questo fi- 
salmente se sta tale che pigliando sopra di lui 
Porigine delle ascisse ad eguali ascisse opposte 
corrispondano eguali opposte ordinate , si chiama 
co» nome d istinti vo,immagiiiato da. M«Bragelogne(i2)f- 
stùkedcPJcc.ijjZtp^^ 7a) Contro^diametro. 

D d 4 6i^• 
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6^2. Varie sona le specie delle curve. Visoao 
le curve regolari, e le irregolari; le curve con- 
tinue, e le discontinue; quelle di semplice, e quel- 
le di doppia curvatura. Se una curva sia tale, che 
tutti i suoi punti sieno soggetti ad una legge co- 
stante, ella è regolare, e se non abbia interruzio- 
ne veruna nei suoi rami,ella è continua • Un*idea 
delle curve , che hanno doppia curvatura si ha in 
quelle curve, chesqno descritte suWa superfìcie di un 
cono,di un cilindro&c.Ciascuna specie delle curve di- 
visate può inoltre distinguersi inAlgebraica,o Geome- 
trica, è Trascendente , ó Meccanica"; in Esponen- 
ziale , edlnterscendenre. Dairequazione,dacui vien 
rappresentata una curva , la quale può essere una 
funzione Afgebraica , o Trascendente , affetta da 
esponenti variabili razionali , ò irrazionali , dipen- 
de ciascuna delle divisioni addotte di curva Alge- 
brica , Trascendente , Esponenziale , Interscen- 
dente , 

Noi c( occuperemo in modo particolare d^Ua 
curve algebraiche regolari , . di semplice curva- 
tura • 

^33' Ogni curva regolare può esser data in uno 
de^ seguenti modi, i.^ Indicando la maniera, con 
cui descriverla con un moto continuo; 2.® Fissan- 
do una proprietà caratteristica , che appartenga a 
ciascun suo punto; }.^ Somministrando un'equa- 
zione fra le sue coordinate • Il Circolo , la Para* 
boia, TEIIisse &c. possono esser date in tutte que~ 
ste maniere. Noi supporremo sempre, che sia data 
una curva per mezzo di un'equazione , la quale 
essendo quasi un germe , che in se contiene le 
proprietà principali della curva, a cui appartiene > 
ci presenta un mezzo il più opportuno» evantagr 

. gio-\ 



42J 

gloso per internarci nella cognizione , e nella Teo- ^ 
ria delle curve. 

6%^. Vediamo prima di tutto , come si possa 
rappresentare una curva per mezzo di un* equazio. 
ne. Dovendo requazione, di cui sf tratta, rappre- 
sentare specificamente la curva, a cui appartiene, è 
chiaro che essa dee rappresentare la legge relati- 
va , a cui soggiacciono i suoi punti . Per espri- 
mer questa legge analiticamente, slrichiedje, che 
ciascun punto della curva %\ rapporti a due rette 
normali, date di posizione , le quali soglionsi chia- 
mare Assi delle coordinate , e che si determini, 
qual funzione sia la distanza di un punto qualun- 
que della curva da una di tali rette, per rapporto 
alla distanza del punto stesso dall'altra retta . Ora 
la determinazione di una tal funzione, dalla qua- 
le vien costituita l'equazione, dipende necessaria- 
mente dalla proprietà caratteristica della curva. Si 
dee partir dunque dalla ricerca di questa, (e non 
già supporla, come si usa comunemente ) . Cono- 
sciuta questa, non è difficile determinar T equa- 
zione richiesta • 

Vediamone un esempio . 

«535. Si debba trovare T equazione del circolo. 
Conduco le due normali A^^ ./^C ( Fig- 13.)»'^ 
prima delle quali propriamente dicesi. Asse delle 
ordinate, e (a seconda As^e delle ascisse . Rap- 
porto ad esse un punto qualunque L , e cerco, 
qual funzione sia LK di LI , o sia di jiK . 

Siccome io so dalla Geometria , che T angolo 
nel semicircolo é retto , vedo, che dee aversi 
LK^^^K. KC. Pongo- r ordinata LR=zy, Tascis- 
sa ^K:z ^ , e il diametro tAC= 2^ , ed ottengo 
finalmente j'* s tf ^z-^at' , equazione cercata, 

dal- 
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dalla <juak deduco >5:=b \/(%(h( *^x^)^ 

6i6. Noi aboiamo supposte le coordioaCe ortq- 
goDali • Esse però pQSson* essere ancora obIiquan« 
gole , purché formiao un*angolQ costante • Si con:i«> 
prende infatti ad avidenza , che anche in quesco 
caso debbono conservare fra di loro un rapporto 
costante • Quindi l'equazione di una curva » che 
sta. data fra Le coordinate ortogonali, si può caa- 
giare io un'altra » che sia fra le coordinate obli- 
quangok , e viceversa 

2)7. yrobL Data Pcquaaione fra k coordinate ret- 
tangole /rfP, 'PM (Fig.*i4-) si voglia ridurre fra le 
coordinate oblique ^^^éM* Soluzitme . 

Sia ^P:^x.PH:;:y,^^^ t ,^:^»y M^:^a^ 
$en.a r m » e c0s.a;sn ; Si avrà dal triangolo rettan- 
golo UPM^% la proporaioflé ui y n i i m 9 com^ 
pure « : r ~ a: :: i : » ; quindi jf :? wi# , ed ;c a: 
t^^rm ; Si sosticuiscano questi v^alori , e si ai^rà &c« 

Ma cerchiamo una formola generale , che rappre- 
senti tutte le trasformazioni , che si posson f^re 
nell'equazione di una curva • 

638. Sia(Fig.* 15.*) ^Mr una curva algeljrica , di 
CUI l'equazione sia data fra le coordinate ^P {^), 
'P^f (y)y e 5e ne voglia Tequa^iooc fr^ le coor- 
dinate BL^ lèi . 

Per eseguir questo » convien, che 2|mbi i punt{ 
di origine /f » B sieoo dati di posizione , non rne- 
00 » che gli assi ^dP , 4F 9 Bl*9 Bi . Ciò supposto, 
per i punti B r l sì conducano BC^ LE parallele 
4d vdtF , finche incontrino la retta w^P , e si 
conducano le rette BPx it^ parallele ad uif fina 
alla VM , Pqingasi BL^ z y IM :? u ^ ^€ ^ m % P 
BC^^n. Nei triangoli BIQ^ A/I^ essendo nati gU 
angoU ^ ds« pi*c*«?scr ojtQ il rappp«p 4?i j^ti ^ 

Sia 
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£a dunque BL : B&it lip ^ <* stf a BS^ pz ; ^iz 

BLi LSii I : 1^ > onde si zbbhLG:iqz^ 

Nella maniera stessa si poaga lAf :X^:: i :x,^ 

ed LMi MS^xi i. ti Sarà quindi Z^=: j » ', e 

Perciò , essendo ^P (px) z: AC -\- CE ^ EP ^ 
^C (m) + ^^ (/>«) + ^i. (^«) , ed essendo TAf 

ne risulta a: ^ w-f-/^^ -j-J.« > ed j =:»-}- ^^s-j-r» . 

•Ottenute quest'cspressipni /basta sostituirle nclf 
equazione proposta, e la trasformata risultante i?a-« 
rà iin' equazione generale, in cui si comprendono 
tutte le mutazioni possibili , che si possono farp 
nell'equazione di una curva , salva la di lei primi- 
tiva natura . Il giovine sagace potrà facilmente ap- 
plicarla ai casi particolari . 

6ip. Facendoci adesso a riflettere generalmente 
suir equazione di una curva , si vede , che sicco- 
me contien'essa due incogqite ^ basta dare /dei V9r 
lori ad una , per dedurne immediatamente i valo- 
ri corrispondenti dell'altra . E' in questa guisa, che 
^ò concepirsi l'andamento , e la forma' di una 
curva per mezzo della sua equazione , e si può 
anoltre delincare per pMRti.contigwl . 

Ecco un eseiDpio ♦ Sia <lata una curva per l'ei- 

xpuzìQocy;::s.[j^j . Si ponga alle pri- 

TOC xso ti avrà j'r:o ; dunque ia ciK^va passa pec^ 
Toriginc delle ascisse ^ Sostituendo per x dei v»^ 
fori positivi fiuoccssivamente maggiori ^ è chiaro, 
che il numeratore dee andar cresóendo pia del de- 
aomiiiacone , € che perctòj 'A ramo i cbe ! è| del- 
la {Nurte delle aic«s$ pòsjtMre , dee 4i«cosur6Ì sue- 

CCS- 
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cessivame'ote daH'^sse . Qaesto discostamento ha 
però uo Jimice , perchè fùtco xz:9o risulta y=:a.. 
Facciasi x negativo , ed il valor di j crescerà assai 



\^x+a)^ 



rapidamente, perchè nella frazione l J~rTT 

mentre cresce il numeratore , il denoniinatore di- 
minuisce ; dee pertanto crescere jf assai più d';r, 
e questo con una tal rapidità, che quando x è 
giunto ad essere =:« , J è già =: oo • A misura pe- 
rò , che X diviene >4 , y diminuisce , finché di- 
venuto :r r 00 , jf è =: 4 . 

Dunque il ramo della sudctta curva dalTinfini- 
ta distanza da(P asse, a cui era giunto , verso la 
parte negativa , torna ad accostar visi, finché ne sia 
distante della sola quantità a • ., 

Da questa breve analisi ne seguono le determi- 
nazioni di molti punti , come si vede qui presso. 

113 

Facendo x=^ &c. }^, 24,4, o,— — 4- — ar~a8cc. 

9 4. I I 

ne risulta.y =4, "^, — a, ~ 4, o, — 4,4,94,00 &c. a. 
lo 9 4 9 

^40. StoL Qualora y fosse espresso per una 
funzione irrazionale d* x .^ e costanti , per evitar 
le radici incommensurabili, converrebbe sostituire 
per X quei valori , che rendono la funzione una 
potenza perfetta delP ordine espresso dal radicale. 

Come questo si esegui$ca,9Ì vedrà nelPAnalisi In- 
determinata . 

541. Dal fin qui detto oe derivano i due se« 
guenti corollari , e sono 

i.^ Che dal segno positivo , o negarivo.deiror- 
dinate., dipende la, situazione, positi va, o.oeg^ti- 



vt dei rami di una curva . ^ 

a.° Che una curva, allora p^sa per T origine 
delle ascisse , quando essendo jr^o, jr ancora è = a • 

Questo poi si vede , che può aver luogo sola-, 
mente, quando Inequazione della ^urva non «contte» 
ne alcun termine costante • 

542. Prima di proceder più okre , ad ogg^tta 
di seguire un* ordine più preciso , e più distinto , 
convien ridurre le curve , k quali sono , come le 
funzioni, da cui vengono rappresentate , ^i una 
moltiplicità infinita , ad alcune classi .determi- 
nate . 

Si dee però avvertire, che il carattere, per ^ cui 
debbonsi distinguer le classi. delle curve, de.v.' esser 
tale, che non venga punto aiterato dalle trasfor* 
mazioni,' di cui abbiamo parlato di sopra • 

Avvertendo a questo , si dee ravvisar fàcilmen- 
te , che non il numero , né l'omogeneità de ter- 
mini è capace di caratterizzar l'ordine, a cui ap^ 
partiene una curva , ma sibbene il grado delj'equa- 
2Ìone, da cui vien rappresentata. 

643, Con questo principio , dicesi linea d* 
prim' ordine quella, di cui l'equazione , non cop» 
tiene altra potenza delle coordinate , che la prima 
dicesi linea di secood' ordine queli^', nella di cui 
eq uazione non entra maggior potenzfi della secon- 
da , e cosi in seguito . 

Quindi l'equazione generale delle litiee di prim' 
ordine è ay^izb^cd::c=o . Da questa si ha • 

y = ~~ — , che è V espressióne generale della 

linea retta . 
L'equazione generale delle linee di second'ordine 

e ay* 
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è ay^ i±:bxydbcy^t±^ify ri: ex r±: f z: oi | 

Quella delle Hnec di cerjc'ordine è .,... 

ayt±2 bxy* ds ry^ =*= dx^ db: fy^dcfi<y±:gx^'±^ 

tltir±ds0 3 e cosi del l'altre . 
Generalmente' ^equazione di una Hnea delPor. 

(»-f l)(»+2) 

dine n dee ccvntewcre 7 termini, ed altret- 
tante costanti, le quali possono aver qualunque 
talore, non esclaso \l zero. 

^44. Intorno all'equazione di una curva, rimana 
gono da notarsi tre cose, e sono 

L Che un* equazione, affinchè ^ppresetrti V ot^' 
dine di una turva » deve tsstv libera dai radi- 
cali * 

II. Che se una equazione sia ri^lubile in fatto^ 
ri razionali , rappresenta un sistema di più linee 
combinate insieme , perchè equivak al prodotft) 
dell'equazioni di diverse curve. 

III. Che qualora non iia dato T angolo delie 
coordinate 9 una medesima equazione può appar- 
tenere a diverse curve • St vedrà, per esempio » a 
suo luogo, che requazionejf*^4*—jr' rappresenta il 
circolo, se le coordinate sieno rettangole , e che 
rappresenta un'Ellisse ^ qualora le coordinate siea' 
obliquangole* 

^45. Tfor. Essendo dati -^ ^——i ponti, 

per i quali debba passare una curva di un'ordine 
dato , si' può determinar Pequazrone, che le appar- 
tiene , Come questo si eseguisca , si sa da ciò 
che slh detto nel cap. dell'Interpolazione. 
' 6^6. Teor. Una retta non può incontrare una cur- 
va 



va iMgdare di uQ*ordÌDe 9 ^ iti unimaiero dii»aQ<« 
ti >n. 

Dimostrazione. Ncircquazione proposta, «faccia 
jfso . L'cquaiione rimanente mostra il numero éti 
punti d'intersezione, che possono aversi fra lacur* 
va , e Tasse delie ascisse > overo fra la curva » ed una 
retta qaalanque, perchè mutato il sudecto asse m 
qualsivoglia! modo , non si muta l'ordine dell' 
equazione» 

Ora reqnazione divisata non può aver più radi^ 
ci reali del numero» • Difatto in virtù del lem- 
ma H*<».yo6'.)si ha, che le lettere componenti 8 
- coefficiente del 2,° termine di un'equazione qualun- 
que, non possono essere più di numeco delle unità 
comprese nel grado delTcquazione stessa ; dun* 
que &c* 

547. Teot. Due curve degli ordini 1» 5 « > non 
possono incontrarsi in maggior numero di punu 
Ax mn . 

Dimosirazime . Suppongasi ,: che le due curve 
Jiroposte 9 sicno riferite ad un'asse comune , in 
modo che a ciascun punto d' intersezione delle 
medesime corrispondano due coordinate partico- 
lari. Fatto questo si trasformino l'equazioni delle 
due date curve in guisa , che appartengano al 
nuovo asse , e si deduca dalle medesime > un' 
equazione in at , o \t\y . 
^ E' matiifesto, che quante radici reali avrà Tequa- 
aione risultante, tanti punti d'intersezione., e non 
più, si potranno avere fra le date curve. 

Ma le radici reali di taPequazioue non posson* 
esser più di ww, comesi vedrà (CapjElimina2«),dttfl- 
que &c. &c. . . 

548. TrobL Determioare jU quanti punti si 

. pó«- 



possano incontrare dae curve date, e quali ^feno 
questi punti • 

Soluzione - Siccome due curve nei punti, dove 
s' incontrano hanno comuni Je coordinate , dette 
X i y le coordinate di una , ^ , » le coordinate 
^eir altea curva, è chiaro, che per ciascun pun- 
tò d'incontro debbono aversi qnattro equazioni , e 
sono i.^ XzzZi 2.*jf-=ii 3.* l'equazione della primi 
curva in a? , j ; 4,* Tcquazione della seconda In «, 
ed ^ - Dalle prime due si prendano i valori di z, 
n , in JT , ed ^, e si sostituiscano nella quarta ; 
8Ì avranno due equazioni in a; , jr , e costanti • 
Da queste si deduca un*equazione in .^ , e la ri- 
sultante somministrerà tutte le ordinate , che ap- 
partengono ai punti d'incontro , e se deducasi un^ 
equazione in ^ , si avranno tutte le ascisse , che 
corrispondono ai punti divisati • La Soluzione d'i 
•questo Problema si comprenderà meglio dopo / 
Trattato delTEIiminazione • \ 

<54p. Per determinar poi precisamente questi 
punti , convien cercare l'ascissa, e l'ordinata d« 
ciascun punto d'incontro , esaminando per mezzo 
delle due equazioni accennate quali sieno le or^ 
dinate , che corrispondono alle ascisse , le quali 
sono rappresentate, come appartenenti ai punti d'in- 
contro , e viceversa . 

(fjo. Questa ricerca è necessaria 5 perchè sebc- 
tre ciascun valor reale di x dimostri , che le due 
curve hanno in un dato punto un'.ordinata comu- 
ne , non ostante se non sappiasi , che questa sia 
•reale, può avvenire , che in quel punto le ordina- 
te divengano eguali , e identiche in una, ma sie- 
no immaginarie , il che poi escluderebbe il sup- 
posto punto^-^'incontro • 
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6$uTeor. Se abbiasi una curva ^CDEF© (Fi g.*i5) 

'di unVrdine n rappresentata per un'equazione, delle 

g-uilè il primo «prmine^ia(aAr™ hè^'^-'-f-t^^'^&c.^ 

y-"^, e Tul timo sia v^Jr""^ f- Sx'''p'' +Cx''^^^' &c- 

io. dico,, che Tasse dell'ascissa ^P incontrando la 

curva nei puoti ^, O, F &c» se prcndansi dall' 

erigine u4^^ 4«. parti /^T , ^F, .^X &c* eguali alle 

radici delreq^azìòne /ijr™ + 6jr"^*'-f. f*?™"^&c,=:o, 

e se copda<;asi un'ordinata qualunque £G, U quai- 

le incontri la curva in £ , C , G &c. i( prodotto 

dclt*ordinaCeFÌ,Pd,Fa&c, corrispondenti all'ascisi 

. TB;Pf.Rd8cc. 

•sa ayf/' , starà alla frazione '^^t/PpJx&c '^ ^"* 
ragione data di /^:<i . 

Diwoj^ra2rfa»e^ Dividaci 1-equazione della curva 
per il coefficiente 4;r'^+^A:"*"'-ffa^^""&c* onde ri- 

.^°>4.^:r""P"' &c. 
.ceva la formay^-^..+^^:^^^^ì-x_^_^^^.. g^^; ^o 

Il prodotto di tutie k radici di quest'equazione, 
cioè il prodotto Plx^CX^PG &cj dell'ordinate è 

uguale all'ultinBO temine 'ax'^^bx'^'''&^c.' ^^^' 

«iaIL§. 5054 p Ora il numeratore di questa fra- 
lìoa^ è i^gu^le td ^.PB.PF.Pù. &c. ^ e il denomi- 
natore è uguale ad a.PT.PP'.Px. Slc- 

DifattQ ipunti^, F t O&c., nei quali una curva 
incoatra Tasse delle ascisse si ottengono con porre^^;?o 
Ma questa supposizione riduce l'equazione al «w> 
ultimo termine 4^jr°"^+i?jr""'"' &c. =0, e le radi- 
ci di quest'equazione sono Je adisse *^B , JF % DJ 
&c,Je qu^Ii hanno qualche ordinatalo • Dividendi 
pertanto là suddetta equazione per /t ^ la risultante 

E e ;r'^"^ 
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B 

ar""' -}-— a:""P"* &c. co sarà r (:r— ^5) (x-.m/^F) X 

(x_/^*)&c.cioè s{^P^^B) iAP^oir)(yiP-^tì)Scc,i 
o finalmente s/'^.fF/'X> &c. Dunque moltiplicando 
per A , risulta ^y+Bx°''''8cc,sA.PB.PF.PD &c. 
Parimente , poiché /^r , /^f; , AX &c. sono le ra- 
dici dell'equazione 4*^-f**"'"*4'f^'' &c. =o , ò 

b t 

dividendo pertf ,di jf™-},-jjr™~*-f--jjc»**&c. =o; 

dunque essa è uguale al prodotto ^« — ,/tT)(x-^AV) 
(x—AX)&c.cioèil prodotto (^P^^T)(^P'-^f) 
(^P — xAX) &c; dunque moìtiplicairdo per « « si 
ha finalmente «x»-f i*"»*' -f. e;»™"» &c. 
sii.PT.Py.PX &c. 

Dunque* stcccme si ha PL.PC » PG &c. ........... 

^jr"T-}-i?«»-p-' &c. 
- 4i.t"+*jr«'"*+&c.'*'" aversi, per conseguenza 

^.PB.PF.PD8cc. 
TL.PC.PG8cc,:.^pj.j,^j,^^^^, cioè si ha 

PB.PF.PùSic. 

.TL,Pc.PG &c. '•jrr.pr.px&^r ^'* ' 

Le applicazioni di questo Teorema sooo assai 
feconde ; applicando alle curve di second^ordine si 
scopre con tutta facilità più d^uno dei Teoremi prin* 
cipali ad t^%t spettanti • « 

652, VrobU Data una curva Algebrica qualun- 
que, determinarne la tangente, la lottangente» la 
normale, eia sunnormale. 

Soluzione . Sia la curva ^M7^ riferita all' Asse 
^^i'-(Fig.* 17.)- Si conduca la segante 5Af3\{; dai 
due punti d'intersezione Mj 7^ sì abbassino le 

due 



due ordinate MTjT^^, e dal punto M s 
conduca MO paralfcla ad /^P . Sì avranno i 
triangoli simili M S É ^ J^M , e perciò 

PS Ax 
2Sj[0 : OM :: MP :PS , cioè ~ = "^T^ . Suppon- 
gasi che il punto 7^ si vada indefinitamente acco- 
stando al punto Ai; PS andcrà diminuendo, finché il 
punto 71 sia giunto in M . Quando questo avven- 
ga TS(MS diverrà tangente, e si coafondefà con 

PS 
MTy e PS diverti =PT . II limite dunque di ^ 

PT Ajt dx 

è — ; ma il limite d*"AÌir*.rfv' dunque nel 

PT 
punto, in cui Tl^MS divien tangente , si ha "T 

dx dx 

= 7"» cioè PT , o sia la sattangente ^ylT^ • So- 
stituiti in questa formola i valori di j^ , e dy dedot- 
ti datPequazione della curva , si avrà un espre»*- 
sìone in Jt, e costanti, che rappresenterà la sottan- 
rgent^ richiesta • ' 

Ottenuta la sottangente» riesce facile condurre 
la tangente; nondimeno vediamo di trovarne It 
formola • 

; A'quest'cffetto osservo,che si ha MT:z\/mP^-{'PT^ 

I y-ry iy^ I dy 

cui si faranno le sostituzioni come sopra. 

^e da un punto del perimetro di una curva s\ 
copduca una retta, che sia perpendicolare alperi- 

E e a me- 
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metro stesso, e questa si prolunghi fino al Tasse, 
si avrà ciò , che dicesi normale • TaT è (a ret- 
ta AfC . 

La distanza del punto C dall'estremità P delPor- 
dinata condotta sulTasse dal punto M , dal qua- 
le parte la normale^ vien detta sunnormate • Cer- 
cbiamoDC la formala • 

Avendosi l'angolo retto CMr, si ha ^Cs"^^ 

— dy \ ' 
Si d'^^yJZ • Per la normale si ha AfC=: 

yTy ^ 

6s$é Trobl. Determinare , se una curva de^b* 
aver degl'asintoti , cioè delle tangenti in qualche 
suo punto infinitamente lontano dal vertice , e 
quanti ne poss* avere* 

Soluzione * Si supponga ( Pig/ cit.^) che sia TM 
una tangente* Dalla PT si tolga Pu4 ^^t si avrà 

ix 
il residuo uiT = J' "T — ^ . Sostituiti i valori y > 

dx^ 

e ((y , si otterrà j^ rr — at in termini finiti ; Si pon- 

fi questo risultato =:$ quantità finita qualunque ; 
er me2zo di quest'equazione , e di quella della 
curvi proposta si elimini una dell'incognita jTjJ'. 
L'incognita , che rimane, si ponga r oo ; Se ne ri- 
sulta uno, ò più valori per x , sarann' essi le di- 
stanze %/^i,per cui debbon passare gl'asìntoti? 
qualora poi non ne risulti alcun valor reale finito 

per 



per ^; sari certo , che la curva non aminscte a- 
sintoto veruno • 

Una sola distanza però non basta per determi- 
nare la posizióne degffasintoti ,^ onde convien im- 
maginare per Poriginc ^ una retta oil^^ parallela 
ad i^i' , per dedurre dai triangoli Minili TPMy 

d9c dx 

T^K , (la proporzione ^ -^ : jf :: j^ — — ^: tAS = 

dy dy . 

y — xj'i Sì riduwjf— •*? ^come aoprt , e if 

ponga irr quantità finita qualunque; Si ponga l'in, 
cognita, che rimane roo ; e quanti valori finiti 
di t si atterranno , tant^ rette di elevazione xA^ 
Sì avranno , da cuf verrà determinata la posizio- 
ne deglfa^intoti • Sia per esempio /a curva , che 

ha per equazione ^y^ =: ** (^ -j-x) ; Sic avrà » 

3jf* dy =: 2xdx (a-^-x) -^x^ d^ := 2 axdx -j- j x^ *dx 

dx ly^ 

^' ^^^y rf^— ^= 2ax^ix^ --X , e sostitnito il 

ax 
valore dì y^ 9 o ^^T^=^ J pongasi xc^ , e si 

a 
avrà X =i^ — ; Operando in un modo analogo si 

a 

trova ^ e "7 parimente • 

654. L*ìdea di asintoto ci conduce naturalmen- 
te a trattare dei rami infim'ti . ^ 

tfjj. Un ramo di curva allora è infinito quando 
fi allontana infinitamente da uno degli assi a cui i 
rapportato, overo da ambedue insieme • Dunque 
per conoscere ^c una curva sia dotata di rami in- 

B e 3 fini- 
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finiti , basu esaminare se facendo infinita neir . 
equazione della curva, di cui si tratta > una delle 
variabili x^y^ it rimanente dell'equazione non 
involga contradizione , o assordo • Ciò 'essendo , 
è sicuro 9 che la curva è dotata di qualche ramo 
infinito . 

6$6. Conosciuto questo, convien passare a de- 
terminarne la posizione; Ora siccome , conoscen- 
do l'ordinata che corrisponde alPascissa infinita , o 
viceverfa » la posizione del ramo è determinata , è 
chiaro , che non si ha da far'altro , che fare infi- 
nita una delle variabili :r, >, ed estrarre in ap- 
presso le radici delP equazione rimanente » la 
quale si ottiene secondo ciò che si è detto al 
(h. 101.) • 

. ^57* Queste radici però, siccome si ottengo es- 
presse per serie , convien' osservare, che' la serie, 
che le rappresentano, sieno prive affatto d'ogni imma- 
ginarietà, fi che si potrà scoprire per ciò che si è 
détto al (w.cit.) . 

Essendosi assicurati di ciò , quante saranno le 
serie reali , per cui verranno espresse le radici , . 
altrettanti saranno i rami infiniti della curva pror 
posta, e saranno essi tutti determinati dai valori 
delie radici medesime. 

6^S. Qualunque sia la natura , e la posizione 
dei rami infiniti di una curva , essi nell'infinita 
loro progressione prendono insensibilmente la cur- 
vatura , o di un'Iperbola , o di una Parabola , inten- 
dendosi per Iperbola la famiglia intera di tali cur^ 
ve , rappresentata dall'equazione jr"*:::.^^° , in cui n 
sia negativa per le Parabole , e positiva per le 
iperbole. 

djp. Per determinare se un ramo infinito di cur- 
va 



va sfa Iperbolico , e Parabolico , nella serie, che rap- 
p^i^scnta Torci inata del ramo proposta, si prenda- 
Dt) tutti i termini, nei quali ha x un'esponente 
positivo , ò zero , e la somma di questi dicasi per 
esempio z* Seta linea, di cui 2:, x sono le coor- 
dinate, è una linea retta, e che sia perciò espres- 
sa per l'equazione zs^-^Bx , il ramo sarà Iperbo- 
lico, altrimenti sarà parabolico. La ragione di quc-' 
sto è, che i termini della serie , da cui è rappre- 
sentata Tofdinata infinita , in cui V esponente d':c 
è negativo, sono tanto più piccoli , quanto x è 
(Jiù grande, e perciò sono zero, quando x è infi- 
nita. Dunque l'ordinata infinita del ramo propo- 
sto si avvicina tanto pf& all'ordinata z , quanto 
pili è grande ^ , ed all'infinito le diviene uguale. 
Per conseguenza il ramo della curva si avvicina 
sempre più alla forma rettilinea, finché ad un'in- 
finita distanza si confonda colla linea retta rap- 
presentata dall'equazione ss^-j-fijr. Ma un ramo 
infinito di curva si chiama Iperbolico, quando hx 
un'asintoto infinito ; Dunque si vede &c. 

Per un simil raziocinio il ramo della curva sa- 
rà Parabolico , quando l'equazione z^xA^Bxy non 
appartenga ad una linea retta; perchè in questo 
caso l'asintoto del ramo è curvilineo , ed un ramo 
infinito di curva, che non ammette asintoto rettili- 
neo, dicesi Parabolico • 

55o. I rami iperbolici oltre gli asintoti rettili- 
nei possono però' avere, come pure i rami Para- 
bolici , degli asintoti curvilinei 9 e di nuoterò in- 
fingo • 

Difatto pigliando nella serie, che esprime Tordi- 
nata infinita, un termine successivamente di pia si 
hanno le successive equazioni e=/<-(^i9jr-f>C;r*°> 

E e 4 « 
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zzuA'\-Bx-\-Cx °+Z):r *" ; &c. &c. e queste, come si 

vede rappresentano tante curve, che fatta a* infi-. 
nita, si estendono alTinfinito, e sono in virtù del 
raziocinio fatto di sopra, altrettanti Asiqtoti curvi- 
linei del ramo principale • Ingenerale però, si ri- 
guarda. come asintoto curvilineo, la curva che vien 
somministrata dalla più semplice delrequazfoni ac- 
cennate • 

66 1. Lungo sarebbe il calcolo, che si potrebbe 
qui aggiungere intorno alJa ricerca della situazióne 
della forma , e delle specie dei rami infiniti • Per que- 
sto converrebbe prevalersi del Triangolo Analitico, 
di cui Tuso involge un^operazione soverchiamente in- 
comoda , e prolissa. Su di questo potrà consultarsi 

.. M. Cramer. Noi la tralasciamo, perchè una tal 
Teorta non é assolutamente necesvu'ia per V Ana* 
lisi * 

Terminiamo conseguenti 

662. Tfpr. i.^.I rami infiniu dt una curva sono 
sempre di numero pari . 

Dimostrazione . Un ramo infinito di curva è de- 
terminato dalla s^rie , che rappresentai il valore 
dell'ordinata, che corrisponik ad qn^ascissa infini- 
ta . Ora perchè un tal ramo esista , convie- 
iie , che la serie sia ò reale , o mezzo := im- 
maginaria ; Se è reale , q facciasi x positi» 
va , o negativa , risulta r.orditxata sempre reale* 
Dunque se la serie m reale , rappresenta due ra- 
rtìi infiniti • Qualora sia mezzo? immaginaria :r dev* 
essere jp positiva^ ò negativa soL mente, perchè la 
serie hi a reale , e perciò vi può essere ramo rfifi- 
rito da una parte sola dell'anse celle ordinate. A 
motivo però del doppio segno del radicale, i rar 
p[ìi infinin' debt^oiio esser iuQj^, e «iiuAti dalla me** 
desima parte. . . 66 i. 
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tJtfj. tttpt. Ogtii curva algebrica di ordine im- 
pari ha per il meno un ramo infinito. 

DìmùWtaziont m Difatto , riguardando come in-' 
cognita la coordinata^ il di cui massimo esponen^ 
te è impari , P^uazione dee necessariamente ave- 
re una radice reale, qualunque sia H valore dell' 
ftltra coordiaata; altrimenti! sudi coelBcitnti con* 
terrebbero dell' iromaginarictà ( »* 155. ), cotìttt> 
l'ipotesi • 

Dunque facendo .vs 09 , jr dev' esser reale , € 
perciò &c. 

66/^. Teof. 3,'' Una curva Algebrica delP 
ordine n non piiò avere più rami infiniti di in • 

Dimostrazione . L'equazione di una curva Al- 
gebrica dell'ordine n non può avere più di 11 ra- 
dici reali (n. 517.); perciò non si possono trova- 
re per mezzo de! triangolo Analitico più di h 
lerie , che rappresentino il valore di un'ordi** 
nata per un'ascissa infinita ; ma ciascuna di tali 
»crie non dà pia di due valori ; dunque &c. 

66$. Teor^ 4.° Una curva Algebrica dell'ordì-^ 
oe n t non può avere un numero di asintoti ret- 
tilinei >« .. 

Dimostrazione. Perchè un ramo infinito abbia 
un'asintoto rettilineo, conviene che la somma dei 
termini , di una dell* serie esprimeftti l'ordiftaia 
infinita , in cui ha Tascissa a: un'esponente poskiv», 
O «ero* sia lineare, e che si abbia un* eqtiaBione 
della forma zzuA^^Bx . Non si possono dunque 
'avere più asintoti rettilinei di quelM , effe vi«l' 
espresso dal numero dell'equazione come 2=»^-|-&jr; 
'Ma tali equazioni non possono essere di numero 
maggiore del numero delle serie, che rappresenta- 
no l'ordinata infinita, e queste serie noa possoitt) 

esser 
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esser di » ; pcrcliè i valori di tale ordinata noo 
possono esser di numero >» , come si raccoglie 
dal coefficiente del secondo termine ( Lemma IL 
(n. $06.); Dunque più di n non possono esser gli 
asintoti rettilinei. 

Convien ora trattare de*punti molteplici • 

666. Punto molteplice è quello , per cui pas- 
sano più rami della medesima curva ; il grado dei- 
la loro moltiplicità dipende dal numero deVami $ 
che passano per uà medesimo punto • 

667. Trobl. Data Inequazione di una curva, 
determinare, se essa abbia punti molteplici , qual 
sia il grado di moltiplicità » e qual ne sia la po- 
sizione . 

Soluzione . Siccome per un punto molteplice qua- 
lunque possono condursi tante diverse tangenti 9 
quanti sono i rami di curva , . che lo costituisco- 
no , deducendo dair equazione data il valore di 
ydx 
'""j~|in termini finiti , si dee trovare un espressione 

o 
^ T> vale a dire (ii.573.) un espressione indeter- 

ydx 
minata ; perchè non potendo aver '^ — piii di uu 

valore , e non potendo rappresentar piuttosto una 
lottangente , che un^altra > conviene ì che si pre- 
senti sotto forma indeterminata. Si deduca per* 

dx 
tanto dall'equazione data fi valore di t", (perche 

essendo jr la medesima per tutte le tangenti » si 

puè supporre r;i) ; se 'T ridotto io termini finitr 

V risul- 



4^i 
risuUj di uri valore determinato , sarà sicuro che 

la curva proposta non ha punti molteplici . Se 

o d.M • 

poi risulti = ^^ , si deduca il dlffcrenzialej'^.Se 
■^ o a • !A( , 

questo abbia un valor determinato , avri la curva 

dM o 

up punto doppio ; se anche ""ji^P^^vengas^, si 

rf.P d.T o 

deduca j;^; e se abbiasi J7£= q^» avrà.k 

curva un punto triplice . Si prosegua in questa ma-* 
oiera 9 e si concluderà generalmente, che il gradò 
di moltiplicità di un punto vien^espresso dal nu- 

d.Af dV d.^ 
mero dei differenziali T^; 3^» j-^&c. accre» 

sciuto di un* unità • 

Per determinar la ^shxofìt di an punto moU 
tcplice non si richiede che determinar le coor* 
dinate , che ad esso appartengono • A'quest'effetto, 
si prenda il difFerenziale dcirequazionc data nelT 
ipotesi di dxt t dy costanti , onde si abbia un^ 
equazione della forma uidx-^^Bdy^o y dove«>f,.e 
B sono funzioni dix^y^ e costanti : A* motivo 

dx o 
che deve aversi per ipotesi T=~ «i avrajmo 

Inequazioni ^:so , fcó ; I valori d'^ , e d*^ dedotti 
da queste, che sodisfacciano alP equazione della 
curva, saranno le coordinate , da cui vien deter- 
minata la posizione dei punto moUepliice. 

66S. Scoi. Uultima. equazione differenziale , da 
cui si hanno le sottangenti, che appaj^tengono al 
punto molteplice, può avere delle radici immagi- 
narie 



narie» e delle radki ègaali. Nel prtmo catosi 
avranno dei rami iflvtsibiJiy che formeranno cogli. 
altri rami dc^punti , che diconsi coojugati « Nel 
•econdo caso» si avriono deVami» che si toccavo 
solamente . 

Di qui SI può derivar la ricerca de^punti di re- 
gresso ; de punti cioè , nei quali pii!l rami di cur- 
va s'incontrano senza tagliarsi » còme viene indi- 
cato dalla (Kg.* 18.) • 

> 6&9* Vediamo adesso il Meeodo di determioare 
i punti di flesso contrario • 

Sia (Fig.* ip.) la curva uf5C la quale abbia un 
punto di flesso contrario in^. Condotto uji dia- 
metro verticale, T5, è manifesto, qjie da qualunque 
punto/), che si conduca una tangente alla curva, 
rascissa , o sia la parte CE del diametro , risulta 
sempre tanfo più grande , quanto più il punto D 
»i accosta al punto £; cosicché nel punto ^ la tan- 
gente produce na'ascissa CT, che è la ma^iore dt 
tutte . 

Di&ttCo , passando al dt ià di tal punto , Ifi 
ascisBe tornano indietro, e diminuiscono successi* 
vamente. Ora l'ascissa CT è generalmente uguale alk 
sottangente dtmimiha delf tiscJsM » e pcixià 

ydx 

dy 
• . Dunque non resta che da prendere il valore dt 
ydx 

^"^r^— ;irin termini finiti per mezzo dell'equa- 
zione delia cunra ; <^ndi preoderse il ditfe- 
renziàle , nguagtiaHo a zero , ed osservare , 
«M una ^ tal' equazione presenti alcuna radice 
reak^ Ciò essendo, non si ba, tb& 4a inedefe 

se 
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#e il setondo ditfereoziale sia posìrivo » o Dcgaci- 
yo • Ecco dunque Tequaisione caracteristica per giù- 
dicare se una curva sia dotata di flesso contrario ^ 

— ; . a go» o sia d'jr=:o« Se questa non pol- 

sa aver luogo., sarà indubitato , the non v^ha nel- 
la curva il flesso divisato • 

670. Se venga applicata un filo perfettamente 
flessibile salta coxivei^ic^ di una ^urva qualunque 
^BC 5 in modo che nelTestremità C delb curva 
sia fissato immobilmente 9 e questo, cominciando 
daircstremiià ^ sì vada svolgendo*, è manifesto/ 
cl}e il punto.u^ descriverà una curva >^£#^, la di 
cui natura dipenderà dalla curva data «>f j9C , che 
diccsi evoluta • C Vedi Fig.* 20.) 

-671. La curva generata dall'estremo del filosi 
chiama curva di evoluzione: le porzion^i del filo 
disteso BEy C7{ &c. diconsi raggtesculatort , ó 
raggi di curvatura , e un circolo descritto con 
uno di questi raggi ^ appellasi 'c\fco\a oscula 
tore f perchè due archi infinitesimi del circo- 
Io descritto col raggio osculatore , -e delP eV43Ìu^ 
ta si confondono insieme con una perfetta egua- 
glian«a • . 

6j2. Da tutCd questo ne segue • i*^ Che cia^ 
4CUI1 raggio di curvatura eguaglia Tarco dell'evo- 
luta , che gli corrisponde, 2là Che ciascuno di 
tali raggi è tangente dell'evoluta* j.^ Che nel me^ 
desimo tempo è normale della curva di evolu- 
zione , 4.° Che la curvatura della curva di 
«voJuzfone nei diversi suoi punti sta in ra- 
gione inversa di raggi 'oscul^ori corre^pon- 
icnti «... 

673. 
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67^. Ne segue inóltre» che una curva dbesfta 
di flesso contrario non può avere una curva di 
evoluzione, che sia continua » e la medesima, 
perchè si richiederebbe , che il filo al di là del 
.flesso si' muovesse con un mòto^ contrario , cioè 
prendesse a muoversi d4l*altra estremità, il che 
si vede esser totalmente contrario alla produzione 
di una medesima curva continua • Non esi- 
ste per conseguenza il punto , che il Marche* 
se de THòpital chiama : punto dì regresso * di se. 
tonda spelte . 

6t^ Vediamo come si determini per mezzo di 
una formola generale il raggio di curvatura , di 
una qualunque curva di Evoluzione • 

Sia la curva u€>{Vyà\ cui Tasse sia AH^ , e si vo- 
glia sapere la di lei curvatura nel punto ^ 5 o sia 
vogliasi determinare il raggio C^ . Condotte le 
ordinate MP ^ np infinitamente prossime , sarà ^Jtf 
la normale della curva u4^V , e TM ne sarà la 

\/{dy'^òc-) 
ftujinormale 5 « si avrà M3{ =: y '^^ — , 

W{=^X ; sì averta quindi , che il triangolo ret- 
tangolo Tlnb può riguardarsi come rettilineo , at- 
-tesa Testpetaa piccolezza dell'arco ?^ii , e si può con- 
iCluderc 3^» ( che faremo j{» ) ^n sa^r x/C^'-f-rfJtO, 

Posto questo si ^^ ifM =^ x -^-J^ T" ; e siccome 

Mm è il differenziale di ^M 9 si ha pure Mms 
dx' +dy' +ydly 4'+yd'y 

•-~-" — . ff' dx^^ • ^* conduca Mt 

per» 
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* perpendicolare ad 9{C : Si avrà per i triangoli $x^ 

:i mili Tinb , Mtnitdp : rfjr ::, wT""" ' '^'=' 

Si conduca parWnte dal punto Af ia retta Af£ 
parallela al raggio ;^C; ne deriverà £«= Mt\ pcr- 

ciò Ln=:Hn^ZA = d.p^d.p^y j^=:^-j^ . 

Firfalmcnte per i triangoli simili L7{Mj7^nC si or* 
d^y d.p iy. dp 

*'^«^ -y Zp'yjx '' ^^p • ^^ =1:5;^ ^ •••- 

' . «2 formola richiesta . 

Per farne uso in pratica basta sostitifims i va- 
lori di dx\ dy j td^y in guisa , che la forniola ri- 
ducasi a contenere una soltanto delle incognite 
Jr , J , e costanti . 

6j6. Trobl. D^tà una curva determinarne l'evo- 
luta. 

Soluzione • L* ordinata della curva richiesta ^3 C 
( Fig.* 20.) cioè CH^ pongasi =« , e l'ascissa .^H':r«; 
Essendo data la curva ^EF si ha la sunnormaie 
TM j la normale !\Af 9 ed il raggio di curvatane 
C7^ ; Perciò si badai triangoli simfli 2\fPAf,AfCff, 

CM.T^P 
7{M : t(P ?: CM: CIf = ""^JJ^ > ^o^^ P****^ ^••••* 

CM.FM 
. ^Mi PMtiCMiMW s'-j^r^ ; Quindi si ha 

ydy CMiMV 
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Con questo $ì hanno le due equazioni u = "^TTTT^ 

' dy CM.VM 

e zsiX'^-y 'J'^-h~^j^ , dalle qual.i si ha «, tz 

in X, y , e còkanti, espresse cioè per le coordi- 
fUicc della curva dàìa^ è costanti . Da una di ^sst 
deducasi il :(iralorc dcll'irtcognita ;r . ò > , che vi 
si contiene ( giacché suppongo , che siensi ridotte 
le suddette equajsioni ia maniera i che ciasjcuna ne 
contenga una solamente ) espresso per la coordi. 
nata^ > ò », secondo che si opera sulla seconda, 
ò sulla prima. Questo valore si ponga nell'altra 
equazione» e si avrà fmmediatamente'un equazio- 
ne Fra », e s: , che sarà l'equazione cercata • 

ójÓ.Trobl^ Data una curvau^F(Fig.*cit.*),su cui 
sia ripjegato un filo in guisa, che ne avanzi oltre il 
suo estremo -^ una parte qualunque ^D , si di- 
manda Pequazione della curva di Evoluzione UH • 

Soluzione. Condotte le coordinate infinitamente 
prossime l^T, SV ^ il raggio FTF. e la retta F^ 
parallela all'asse /^H^ , dicasi P arco " ^CX *= 5 , e 
perciò TF^LS, ^S ^Xy SF^zy^D n i, DH=ìH^ 
td FH=:z i Sara F{S = TO = rfA? , ed PO z: dy . 

Posto questo si ha TFt TO :: FF : F^, cioè 

( S-f A) dx 
\/{dx'+^') : dxz: b+S: ^^^^^^y^^^^Dun- 

<S+i) dx—x 
Uae. F;a.rf^r-H^rr rS>-^S, e z^ J^i^:^^y2^[ 

Parimente si ha Tr : TO :: FF i F^j cioè 

• ' (S+B)dy 

V idxi^dyù ; ^y •• S+b : ^^^^a^^ylJ,onde S^ 

Vi 
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E* qae^ta ana solazione generai issttna» che cotn* 
prende ìnfiniti'ca»! rartjcolari . 

rf77. La Teoria dell'Evolute ci conduce a par- 
lare delle subevolute. L'idea di queste si concepi- 
-scé osservando la (Fig:* 21.) , nelia quale la curva 
BCD è l'Evoluta della curva ^EG; la curva BIH è 
l'evoluta della BCD , e perciò la subcvoiuta del- 
la curva t^£G; che la curva jgAfTSf è I* Evoluta 
della i?iH, e. perciò la seconda subevoluta della 
curva ^EGy e cosi Fn seguito. Cerchiamo la for- 
mola del raggio di una subevoluta di qualunque 
ordine. Sleno gli archi £F , CZ^ iftfinJtesimi ; sa- 
ranno simili i triangoli EDF ; CHÙ , perchii oltne 
gli angoli E, Cretti, l'angolo ÉDF è comple- 
mento tanto di EfD , quanto di CDH ; Lo stesso 
vale per i triangoli CHù , Ì7{H &c. Dunque 
EF:EC::CD:CliilH:IM &c. Ora CD è il differenziale 
di EC; conje ìH di Ci Scc. dunque siccome si ha 

(».(%.) £C=; _j^^2 dev'essere CD... 

=f d t .^dxd^y J ^^^ * P^^^* ^^ costante , •.../•.. 
/ —ìdydy^(dx'-j^dy')^dly(dx^^dy')^(dx'+^^^ 

^ V . - -dxiTy' / 

Quindi si ha CI , raggio di noa lubevoluta 
qualunque 
(idydyid^'+dy')\/idx'^y') i-d^yii»i'^^)\/(d^'^dy' ) 

F f Sì 
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Si consulti su questa matèria una profonda Me- 
lirtoria di -M. Maupertuis negli ^tti dell'Acc; ^.del- 
le Scienze all'an. 1728. 

^78. Venendo a parlare della maniera di deter- 
minare i Massimi , e Minimi delle /funzioni con- 
•tmue» basta soitaato accennare ,; che questi si tro- 
vano col metodo, che. si. uja. por le funzioni Al- 
gebriche» vale adire, con eguagliare a 2ero il 
differenziale della funzione proposta» < « 

r 6j9. Ci riamane adesso da. trattare della retti- 
ficazione delle curv£ , della. quadratura della loro 
superficie , e del la. .cubatura de' solidi generati 
jdalla rotazione di csst intorno ad una retta data 
di posizione • . • 

Incominciando dalla rettificazione , la quale non 
è altro , che la riduzione di un' arco curvilineo 
4n una linea retta , sia la curva .^^f!^{ (Fig.* 17.) 
in cui A/P , 2S(^sieno due ordinate ortogonali all' 
asse /ÌB y t sia/^P=x; TM=yi posta T^MO=:Ax. 
.. 0!2S(=:A)f , ed M7^z:AS, detto 5 . Tarco ^^M , dal 
triangolo mistilineo MT^O sì avrà pros<!Ìmamente 
ASz^y/iAx^-^Ay^) . Si vede però , che questo rap- 
. porto tanto più si accosta ad essere di eguaglian- 
za , quanto piti Parco -M3y| è piccolo , cosicché se 
prendansi i limiti deesi avere una perficttanj^gua- 
glianza ; dunque d.S=:\/(dx''-{-dy^) , e integrando 

S=:j y ( dx^ -}- dy ) fbrmoia , dalla quale si ha 

là rettificazione richiesta , ò eswitca , ò appros-. 
simata . 

(58o, Qualora* le ordinate fossero obliquan- 
gole , converrebbe servirsi di un' altra for- 
mola • che si trova facilmente essere* 
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S^J \/{dx^-\-dy^'±iicos.mdxdy)y essendo m Pangp- 

lo delle coordinate . Ma torna più comodo ri- 
durre l'equazione alle coordinate i-cttangole . 

68 1. Vediamo la formola per la rettificazione 
delle curve di doppia curvatura (Fig.* 2 !•) 

Sia J{L la curva, MVS la sua prx)jezionc sul 

piano oV,togonaIe alle ordinate rettangole wt^nu; 

Sìz mn=Ì.7^m j e si potrà riguardare feA come pa- 
,rallela ad «^e > che. si suppone parallela al T asse 

M^> siavrà con questo .,.; ., ., 

me^=^hq^'\:bq^ ; ma i»«^=rw^^ r(- we^ , dunque w^ 

6%2. Cerchiamo adesso la superficie di un sem- 
mento curvilineo qualunque ^MV (Fig.* i7.);Stan- 
do il tutto come sopra > coiiduc;)si IajcordaJ)i2S( , 

e si avrà il trapezio PM7^^ ,A^ • Si 

prènda la ?£=ri , onde abbiasi il rettangolo /^Fbi.Ar; 
U rapporto del trapezio a questo rettangolo sarà 

= — ~\Z ^^y questo poi si vede, che tanto pfii 

si accosta ad esser' eguale al rapporto . 

d.S 

s j* quanto più l'arco M7V(è pfccolo ; dunque nel 

limite si ha T"= -r — •rfxsjr; dunque d . S 

syd 9 td S^J yd 9t formoU generale • per 

P f 2 la 
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la quadratura delle superficie piane. 

68 j. Scoi: La quadratura delle superficie curirf^ 
linee si ottiene ancora colle serie, ma i principjy 
che fa d'uopo impiegare, sono molto poco geome* 
trici : il Càlcolo é pii operoso : ed il risultato 
non è per alcun riguardò preferibile a quello, che 
somministra Tintegrazione , la quale è generalmen- 
te semplicissima , come avremo luogo di mostrar- 
lo con óiolti esempi. 

684. Teor. i.^ Se sieno x 9 y le coordinate di 
una curva , ed », 2; le coordinate di un* al tra , 
ed abbiasi^ i z :: d» i dx le aree delle due cur- 
ve debbon* esser*uguali • Dimostrazione . 



f 



Difàtto si ha ydx ^ zdu » e perciò 



zdn. 



là J ydx:s 



6%$. Teor. a.° Dato l'elemento jfrf^ di una cur- 
va , si possono trovare infinite curve di ugual su- 
perficie • 

Si formi l'equazione qualunque X s F nella qua- 
le X s funz.nc (a:) , e f' = funz.ne («) • si avrà dif- 
ferenziando X^ òesij^dui quindi ir' : F^ :: du : dx\ 
Dopo di questo s' istituisca la proporzione X^ : 

JF' :: jf : 2 , onde si abbia « = j^ "T, si avranno co- 

si quattro variabili ^ , ^ ^ ;s , n , e tre equazio- 
ni , che sono , l'equazione fra x ^ zày della cur- 
va data, l'equazione JTrr, e T equazione 2s 

jr Tj ; per mezzo di esse potranno eliminarsi le 

dite variabili ^ # ^ , e si ottefrà un'equazione bi z, 

ed 
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ed n, che sarà l'equazione cercata - 

6^6. Intorno alle superficie curvilinee uni riccr- 
ca elegante è pure quella del centro generale . ^ 

Per centro generale s'intende un punto s^^rtuato 
relativamente alla curva in maniera , che* qualun- 
que retta per esso conducasi , la quale termini da 
ambe le parti a! perimetro della curva y sia divi- 
sa in due parti eguali nel punto suddetto, e divi- 
da in due parti 'eguali la superficie della curva . 

(J87. Quindi -si vede , che se una curva sia do- 
tata di centro generale, tutte le rette, che pas- 
sando per detto centro , termineranno al perime-^ 
tro della curva , saranno tanti Contro-diametri , 
e che per conseguenza le coordinate condotte a 
queste linee saranno eguali, tanto dalla parte po- 
sitiva , quanto dalla parte negativa. 

Perciò l'equazione, che appartiene ad una cur- 
va dotata di centro generale ,. dovrà esser man- 
cante dei termini di sito pari • Siccome però si 
richiede a questVffetto , cheFrorigine dell' ascisse 
sia posta nel centro generale, com' è per se ma- 
nifesto , e questa posizione è sempre possibile » 
la regola per determinare se abbiavi in una cur- 
va data il centro generale , qual debba essere il 
rapporto dei coefficienti , affinchè la curva possa 
ammettere il detto centro , e qual sia la posizio- 
ne del centro stesso , è la seguente • 

B^egola . Si trasferisca indeferminatamente T ori- 
gine deir ascisse , con porre x-zm-^z , ed ys. 
n-\-u i e si faccia eguale a «ero ciascun coefficiefi» 
te dei termini di sito pari della trasformata ; sa- 
ranno queste T equazioni , che fisserano il *neces-» 
sario* rapporto pei coefficienti, e la posizione del 
centro cercato. 

Ffj Un 
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Un esempto generate spargerà tutta la chiarezza 

possibile sulla regola esposta • . 

Sia proposto a determinarsi, se una curva di se^ 
cood^ ordine , generalmente rappresentata dall' equa* 

rione «i;r'-f-J^-[*^y*+^^+0'+/^ ^ > *^^* suscetti- 
bile di centro generale; da quali condizipoi possa 
dipendere , e come se non possa determinare la posi* 
zione • 

SoluzUne • Fatta la sostituzione di w-f"^ i" ^C" 
ce di a: , e di n-^-u in vece di y si ottiene la 
trasformata 

Si pongano eguali a zero separatamente ! coeffi^ 
cienti di 1I9 e die, e si avrà 111=: .•-••••».-.•.•••••• 

be-^^cd bd-^zae 

Di qui si raccoglie , che le cufve di second* 
ordine possono avere un centro generale, di; cui 
la iposizione vien determinata dall'ascissa m, e, 
dair ordinata corrispondente n. 

Se 4tff — b^ fosser: o , il centro dovrebb' essere 
à una distanza Infinita; qualora però fòsse anche 
be — icdzz o ne risulterebbe bd-^iae-Tuo parimen- 
te , come si può veder facilmente con sostituire 
il valor di b preso dall' equazione be^^-^zcd z: o^ 
nell* equazione ^ac-^b^rz o &c. e p^ciò ne de- 

o 
^ riverebbe per ^m s ed « , un* espressione-^ , la 

quale sebbene indeterminata, si può nondimeno 
determinare 9 perciò che sì disse al (n. 573.) 

6Sd. 
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iygg. Tornando* adesco dia qliadratura 'i xl >i 
presentano le superficte generate dai perimetri <ur- . 
yilinei incorno, ad u;i'ass^ qualunque . 

S' immagini (Fig/ i 7.) che ia curva v/^Xi!S( fac- 
cia una rotazione intorno all' asse u/f5. ; dicasi S la' 
superficie descritta dall'arco ^M =S i e si suppon- 
ga formato il rettangolo l^EF^, in cui. sia TE =: i . 

Condotta la corda ACT^ all'arco Afh^^ASi si ha . 
ia superficie descritta da questa corda nella total 

sua rivoluzione , r — (ay -|- Ay) y i^x^ + Ay^ ) 

' '.. ■ e* ■ 

. e quella descritta dalla iF=— Ax . 

Il rapporto di queste due superficie ,$i trova es- 
sere ^ \/\^i +^~ry > ^ cui il limite è 

y \/ \ i + "TT ) ; Ma il sudetto rapporto ha pari- 
• dS 



mente per limite e ; Dunque 9 siccome i 



7'^' 



limiti di una medesima funzione. sono eguali > si 
^ 'd.S 

ha finalmente V Y . , ^ = x 9 ónde d S 

^ » ' + dx'^ -dx' ' 

r ■•,... 

e ■ . .;. .. . 

=: '^ yv (dx^ -\^dy^) focmoU , che; intregr^ta de- 
ve dare la superficie di tutti i s^idt, di riva- 
luxione.- • ' • . '. 4 > r^^ i - '.i^ 

, Ff4 6S9. 
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l»8p. Eccoci finalmente alja cubatara dei solidi» 

generati dalla rotazione di una superficie curvi- 
linea intorno ad untasse qualunque . 

Dicasi =X il solido generato dalia rotazione 
dello spazio y^MTSl intorno all'asse t^^B . "Sicno al 
solito le due ordinate MT , 7^^ distanti di una 
quantità Ax^ e le loro sommità sieno congiunte 
còlla corda Afl{. Il cono troncato , generato dal- 
la rotazione del trapezio f{ P ^7^ è = .... 

^ 0/ + 3yAy-f A/) 

"; — ^ ^ ed il cilindro generato 

e 

dal rettangolo FP^ èr: ~ Aa? • Quindi si ha il 

3j^^-f 3^Ajy+Ay 
rappòrto di questi due solidi = ^ "" . 

Limite di questa funzione è ^^ ; ma ne è un 
d . X 



limite ancora e ; dunque si ha 

V 2 r 



y* = e , vale, a dire rf Z = riy*^* > foi?nola » 

che integrata » somministra la cubatura di qualun- 
que solido generato dalla rotazione di una super« 
ficie curvifiDea data per equazione. 

($po« Questo é 'quanto appartiene alla Teoria 
generale delle curve. Era facile inserirvi varie al- 
tre ricerche, e dei centri di gravità, dei centri 
di oscillazione » delle curve caustiche dtc. ma sa- 

reb- 
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rebb© flato questó uo •trisfeìrrpe' tmp«>priamei»te 
nclh provincia delie Mitfmtcìche f^ure , cìq che . 
! non appartiene, che alta Fisica , ed un vestire l« 

t bella Teorìa Analitica dì 'quelli ornamenti*, di 

cui non abbisogna « per * epitipartr dovieiosa '^i 
^* elegante . 

Ci rimape pdejso da entrare in un* ampio ésa* 
me Analitico sulle diverse specfò di corvè di cia«* 
scun^ordipe • 

S E Z IONE I.N 

Teoria dette Unet dì prm'òfiine . 

691. Le linee di prim*ordfne, generalmente es- 
presse colTequasiione axd^bydazcriO , non sono , che 
semplici linee rette • Le ricerche da farsi intorno 

ì a queste sono assai limitate-; noi cene occupere- 

^ mo quanto basta • 

1 691. Volendo vedere primieramente con tutta 

■ Tcvidenza, che J>qua35Ìone ^jrdbiyrfec^o , rappre- 

senta una linea rfitta., bast4 osservare, che se fac- 
ciasi x=iO , y non può ricevere , che un sol ca- 
lore , e che s^ ffK^ìfisi j2xo, s^ parimente non ai?ime*C- 
te , che un sol valore* ì^fa se la linea rappresene 
tata dalla sudetta equazione fosse curva , ,0 'à(^ 
vrebbe corrispondere una doppia ordinata alla me« 
dema ascissa , 9 un;i doppia ascissa ad una seo^- 
plice » o dóppia ordinata* Dunque rimane dimo- 
strato , ch« la linea comprésan eli 'equazione surri-* 
ferita è genefalmiente una^ liiiea retta . 

691. Vediamo adesso \t principali mutazioni , 
che in essa possono derivare da qualcheduna delle 
variazioni dei coefficienti • 

iJ^ Sia primieramente rs»; posto orso > Pequa- 

jBÌooe 
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zfone ' rimanente ax + *y jt o , dajy^o ; dunque U • 

retta espressa dall' equazione passa per l?>origine 

delle ascisse. • . ^ 

' ax ' e 

2.° Sìa 5ro;dividendo periti avràT" !±9fr±r T'^so 

e ■ ax 

cioè j';=:+rr7-T"=!oo , onde là Vetta è nor^ialc 

air asse . . ^ 

5.° Sia tfro, e dividendo per tf, si avràcQme 

sopra x-siqp zp — ^00, il che mostra, che la 

retta è normale, come sopra^ al Passe delle ascisse, 
ovvero , parlando più propriamente , che fa un* 
angolo colPassc suddetto minore di un'infinitesi- 
mo delPangoJQ 'retto. 

tfp4. E'facilè oltre di questo a vedersi, che 'da!-* 
la grandezza dei coefficienti ^ , i^ , r , e dai loro 
segni, dipende la posizione della rjetra rappresenta- 
ta dàlP equazione , e che per mezzo di ta- 
li coefficienti , ella viene totalmente determi- 
ca,ta . , * 

^Vfp5. Vedremo a suo luo^o (Anatfs.Geom.),come 
Si cstr;igga dal seno deirequ'azione^la rètta compre- 
savi , unicamente alla precisa dilei posiziotie .' 

S E 2 1 O N E IL \ 

Ttmd delle linee di 2.® ordine . 

6j6, Per investigar le proprietà generali delle 
linee di second*ordine, si riduca Pequizi()rie genera- 

le alla forma y^-^ TV^ J' +"'^ Z ^-^ -('^ 

, 697, 
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(fp7» Dalla catara di quest'equazione si racco- 
glie, che siccome nelPequazioni di secondo grado,. . 
il coefficiente del secondo termine, non può con- 
tenere più di due quantità a^ b (n,$o6») y si rac- 
còglie, dissi , che non possa avere più di due- 
radici. Ciò posto, supponghiamo , che le radici 
dell'equazione (/^) sieno reali , e che l'ordinata 
T^ incontri la curva (Fig.* a y.>27.) 'd due punti 

a., ifesarà (n.cU.)T^T^=: ——7- = — — 7" 

posto, che sia /^FG Tasse delle ascisse > A rori- 
gine > e l' angolo /fP^^ qualunque • 
. Per la stessa ragione , conducendo sotto Io stesi' 
angolo un'altra ordinata qpr , osservando , che pq 

If^p — i 

è negativa , si avrà pty^^c»^ . 

Quindi sottraendo la seconda dalla prima •••—• 
b{^p^AT) b 

Per i punti -^ , r si conducano le reue qtj rs 

parallele all'asse, e sarà Sf+^^==~* ^P ^ ^'^ 

a dire, che starà ^-^^szPpìn utìz ragione co- 
stante, in qualunque parte della curva si condu- 
cano le corde parallele^, qr. 

5p8. Se l'ordinata P^ divenga tangente =:KCr 
(Fig/25.) avendo condotte le corde, parai lele£^, 
jr, e dai punti_^, 1^ ,,^ > r le rette SI t ^*> 
qi ^ rh, ixirallele all'asse primitivp ^ a cagigoc» 
che le parti CK , CK Qpidendo dalla parte opp€»sCa 
di C ;oao negative , si ha CI-r-^CK : ^s: b la^ 
iCU^jtk» qi ss b.i a . - ^ ' éj. 

Sap« 



Suppongasi , che la CD partendo dal punto del 
contatto divida im mezzo T ordinata ^ nel pun-' 
to M , ed a motivo , che si ha C/— < CK s:o sarà 

parimente Ci — Ck, s ^ ( C/— • CK) so ^ cioè sarà 

^199 :r f9IT • 

6pp. Ne segue da questo, che se una retta CD 
partendo dal contatto C divida per metà un* ordi- 
nata qualunque ^ parallela ^Ila tangente , debba 
dividere per metà tutte le altre ordinare gr paral- 
lele alla medesima tangente • 

700. Una retta come CD è (n^Ó^u) ciò che di-, 
cemmo diametro • E' di qui manifesto, che sic- 
come a qualunque punto di una curvasi può con- 
durre una tangente , infinito dev'essere il numero 
de' diametri delle curve di sccond' ordine , e che 
si può sempre trovare un numero, qualunque di 
diametri . 

701. Toraando adesso aJrequazione (uf) , sicco- 
me si sa ( «.50^. ) , che l'ultimo termine di un*' 
equazione di secondo grado è ugnale al prodot- 
to delle sue due radici , deesi avere T^ • P/J 

fjr'4-^x+/ ' ' e 

e 
(x^jìF) (jr— ^G)r -^ ?f .?G . Dunque il rettan* 

golo delle ordinate Z'^. ?V^ sta al rettangalo ?t. 
in ragione costante , in qualunque punto sì conduca 
l'ordinata PMR. x. 

702. Supponghiamo , cl^ la P^ divenga tan^- 
vgente.In jque^to caso il rettangolo P^. ?i\ di- 
viene ( Fig.* 25. ) un quadrato PC^ , e. si bi» che 

PC* 
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yc^ quadrato della taogcnte sti al rettangolo di 
tutta la segante Tt{ nella parte esterna T^ in ra- 
gione costante > e perciò , che essendo pqr paralle- 
la a T^ , sia PC* : pC^ :: T^. T^tpq.pr . 

703. Sia CD un diametro ( Fig.* 26.) , che divi- 
da per metà le ordinate ^ , qr parallele alla tan- 
gente in C , e sarà CJK* ; Ch!" « Kf{. Kui Kr . Kt ; 
Ma Kus:MDi t Ktz: mD . Dunque M\^ : mr^ :t 
CM.MD : d^x. mD , e perciò nelle curve di x.^ 
ordine , i quadrati dell' ordinate hanno un rappor- 
,to costante ai rettangoli delle proprie ascisse • 

Queste proprietà si potevano dedurre ancora dal 
Teor. esposto al n.6^ i. 

704. Vediamo adesso » come le curve di prim* 
ordine si possano distribuire in certi, generi deter- 
minati • 

L'equazione {^ con mutar Torigine, e Tasse delle 
ascisse, sia ridotta alla forma )f'i:rjr^-}"^:r-(-/,.. {B) . 

Ciò fatto » io osservo , che il valore di e può 
produrre tre diversi generi di curv? . Infatti se e 
sia positivo , per qualunque valor d' x ^ anche in- 
finito , jf è sempre reale . Dunque in questo caso 
la curva ha dei rami infiniti , e questi sono quat- 
tro ; due corrispondono ad xs-\- oo , e due corris- 
pondono ad JT = -*• 00 . 

Se e sia negativo , allorché x arriva ad una cer- 
ta grandezza, risulta^ immaginaria» e perciò la 
curva è finita « 

Resta , che e sia =:o • In questo caso Tequazio- 
ne jf^xfjr-f/ dimostra , che essendo e positiva » ha 
Incurva due rami infiniti neir ipotesi dì xs 00, 
e che essendo e negativa , ha due rami infiniti 
neir ipotesi dj^ 4r s «m 00 dalla parte delle ascisse 
negative. 

76J. 
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yo^. Ecco pertanto tre generi particolari , a cui 
si riducano le linee di second'ordine. Quelle, che 
appartengono al primo ,• diconsi Curve Iperboliche, 
quelle, che appartengono ai secondo, diconai Cur- 
ve Ellittiche , e quelle, che appartengono al terzo. 
Curve Paraboliche . 

[ jo6. Queste curve , Unitamente al circolo, che 
si vedrà non esser* altro , che una specie di EIIis« 
«e , hanno il nome di Sezioni Coniche , perchè 
tagliando un Cono con un piano , che non passi 
per il vertice, si possono formare sulla Con vessiti^ 
Conica tutte le Ciir ve divisate . Prima di passare 
a trattarne particolarmente , vediamo, come dalla 
Sezione del Cono vengano generate . 

707. Sia CBD (Fig.*28.) la sezione verticale di 
un cono retto, fatta perpendicolarmente alla ba-se ^ 
e sia .AMatn un piano perpendicolare a questa se- 
zione , che tagli il cono in qualunque manierai 
V intersezione dei piani CBD , ^Mam sarà una li- 
nea retta iAa . 

Formata questa sezione , se ne faccia uo* altra 1 
con un piano FMGm , che sia normale al piano 
CBù , e parallelo alla base del cono ; Essa pro- 
durrà un drcolo , come è per se manifesto , t la 
di lui intersezione col piano ^Mam sarà una ret- 
ta Mm , normale alla retta, o/^a , ed FG y sezione 
del circolo <ol piano CBD , e perciò la retta TM 
sarà un'ordinata comune al circolo FMGm , ed 
alta curva /4Mam . Posto questo sia ^P=r, TM=y^ 
td ^B:zc ; Sia l'angolo ^Ba=P , e l'angolo B4a:i^ 
si avrà per il circolo FMGm , y^^FP .TG . 

Per determinare l'espressione analitica delle ret- 
te FV, e VG , conducasi t/fE parallela ad FG , e 
TK parallela a Bo . Si avrà /^B : scth ^AEB n lAE i 

sen.b: 



sen.S ;;.ma <yiEB )= — =: po.° — i — P; dyn- 

, ' ' ' ■ . ' • ' j 

que sen»AEB ^ sen%9o.^ COS. — P^sen. — Pcos.gó.^ 

I < r. f^».F 
sfox.— P , perciò /4E r Jnoltrc il tria»» 

golo i./f/'iJ da Tanalogia setkoiKP : f<?». APR , ove- 

ro sm. /^EB : 5tfw. AaE , e, .finalmente fox* — T; 
• -.'•-» - 'j 

;«• sen. (,P-\-^) 
• ««. (P-4-^ :: * : ^a:= ..^^^ ; ; Dunque 



.^os. ~. 'P. 



e. sen.P — X sen. (P-f-^ì 

■JCE = •PGS.42 f^S- ■ ■■■ ■:- --rr^ 



■ tos.-V : 



Per determinare ET si deduca dkì triangolo .^TF 
la proporzione sen. AEP ^ ò sen.BFG , ò Hn^EGF , 

ò senM^ , ò fOJ. ~ !P : jr ;: sen.^iFP.^— 



fox.'T-p. 

2 



Quindi si ha dall'equazione y^zifP.PG , la segucn- 
sen.^ 
tey =: rr— — ^^x sen.P^x^sen.(T-{'^)), che 



cos.^ — T> 

2 



è V equazione cercata . 
708. Passiamo adesso ad osservare » come la 

som- 
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somma cfoi gradi , che «ostitviscono gì: angoli P, 

€iSLf influisca a cangiar [a natura della curva pro- 
dotta dat/a sezione , supposto però sempre , che 
il piano segante non passi per il vertice , e nonr 
sia parallelo alla base , pttdhè nel primo ca- 
so la sezione è an truogolo , e nel secondo è un 
circolo • . 

Sia i.*^ P+^- ^^P'^ '" questa ipotesi ti piano 
segante risulta parallelo al Iato ^D , e Inequazione 

generale diviene ^^s ' (ex ) r ^ ex zz 

. I ^ _ . .1 I 

4 if».* "r/^cAf(vcda la formola $ehch:Uèir^ e tosr^ e ) 

' ' » 2 2 

La curva rappretentata dell'equazione j =? 

4 jfif.' — F f X è lai^arabola. ( Veda Fig/ ap.) 

Sia 2.** y+<^< i8o.^ i in questo caso il pia- 
no segante taglia ambedue i lati del cono , e 
Inequazione generale rimane invariata ••.•••..• ..o.»* 

sen. £_ 
y\ s J — ( cx^en. /"—or* sen. (^-f-gj ) . 

2 

Quest* equazione appartiene alla curva detta El- 
lisse ( Veda Fig.* 28.) . 

Sia j."" P-\'^> 180.'' Il piano segante farà un' 
angolo col lato CB minore delPangoìo del verti» 
ce F. , e r equazione si muterà nella forma ••..;• 

sen. ^ 
y (cxsen.P'^x^UH. (P-fSr-180,'')) 

: ^^'^-'"I' per- 



perché il seno di uft'a»goìo (p > i8o.* è nega^'vo , ' 
ed uguale f^«, (^—-i 80.^ ). La curva compresa 
in quest'equazione dfcesi' Iperbola . 

-709. Se s'imtrfagìni un cono cBd eguale , ed op- 
posto al vertice relativamente al cono CBD , è 
chiaro > che il piano segante t^M/i prolungato, 
dee formare anche in esso una sezione iperboli- 
ca j eguale a quella formata nel primo cono • 
(Veda Fig/jo.)-. ^ ; 

. 710. Suppongasi adesso , che le divisate sezio- 
ni' non sieno fette in un cono retto , ma in un co- 
no scaleno , e perciò supponga&t, che l'angolo C 
non sia uguale airiogolo i> . In quest'ipotesi 

sen. ^ 
avremo. T equazione jy^ :=: "^"^ — 

( ex senJT-^—x^ sen. (P-f^) ) equazione- , che del 
pari , che l'equazione trovata di sof>ra appartie- 
ne alla Parabola , all'Ellisse , o all' Iperbola , se- 
condo che P+^ è =,< • o > 1 80.° 

71 !• Nel primo caso però fa d' uopo avvertire^, 
che ella può, rapprésenrare un circolo., purché 
l'angolo u^ sfa egu.ale all'angolo C, ò all' angolo 
D. Difetto se l'angolo \A sii egukie all'angolo 
JD, l'angolo B a /^ risulta -eguale all'angolo C; cna 
il seno dell'angolo BaAè:=sctt:.(P'^^) , dunque si 
ha in quest'ipotesi san.Ozzsen.CP-J^^^y e perciò 

sen.P 
l'equazione generale divieite y*=: 7>:r.r-.x^ ,che 

appartiene manifestamente al ^frcolo , di cui sia 

sen.T 

il diametro = ;;• e 

^ sen.C 

712. Si può qui osservare; che rtcJ j.° caso , in 

G g cui 
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cui reqttazicine i^ppresenfa «n'Iperbola » $e pt>ii« 

gasi rzi o r equazione drviànta .«... <••<•««•«• 

y^zi: — ' — ' ;;; r — ,dove batta porre 



ax 



i 



il coefficiente di *^*= ri » pefchè divenga v= T > 1^ 

quale é un'equaitione alla lisca retta, il che di* 
mostra, che l'Iperbola degenera in un triangotó, 
se il piavo segante passi per U wrcke dei .cotc* 
713. Prima di porre fine dia ricerca deirpr?* 
gine delle curve Coniche, giova avvertir di pa^* 
saggio, che il Circolo, e l'Ellisse feirsiansi anco* 
ra con la seziooe di un cilindro « Se il cilindro sia 
retto » qtrarlunque sezione parallela^ alla base riserlta 
un circolo^ e se sia obliquo risulta un circolo an* 
che se sia ^uboonfiraria , come nd cono • L'Ellisse 
poi nasce nella sezione di un citiodiro retto, che 
jton sia parallela alia base, ed in un cilindro obli** 
quo, dalla sezione, che non siane parallela alla ba-* 
se , ne subcontraria • Vedianio l'origine delTEHis- 
se nella sezione cilindrica . Sia il cili«éro .^B€B 
<Pig*3iO;si òoncbpisca tagliato co:I piano GMT 
(ébliquo alla base^r e non siibcontrario , perchè d 
smppone, che il cilindro sh qualunque, o retto e> 
obliquo» Per un pcinto qùatunqne T ddk retta 
•Cr , che è l'intersezione d«l piano ydRCD pcrpeii»- 
dicolare alla base del cilindro , e del piano segan- 
te GMT f si conduca un piano parallela alla base, 
il quale produrrà una sezione circolare LMK • Sup. 
posto che il piano GMT sia perpendicolare al pia- 
no /^BCD , Tintersezione PM dei due piani seganti 
risulta perpendicolare al medesimo piano, e per- 
ciò 9A:0. 9 ed z GVi Dicasi jLP zz z^GPt^ x ^ 

:? PM 
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Tirfrrj , LK^a 9 e GT^ , esi awà pef H circo- 
lo y^z::az — ^^ • Ma -per i tmtìgoir simili £?^, 

TPK sì Ira- 2^ ^ ?? «-..*, e perciò 8?~"^ . Qifin- 
ài^ fatta la sostitiutaoc dìx., «i )ia per la cur- 
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va ^Air Tequaeione jy^p:. ;^ .(ìa%~^^) , la ^uale 

è dèlia forma jrtem , ch€ fequaztoqe generate dclT 
Slìisse trovata di sopra . 

714. Veduta in questa guisa rorigine delle cur- 
ve Coniche, e trovata direttamente requaaionc. di 
ciascuna di esse , possiamo ^adesso coir cquariotii 
respettive alla mano/irrolcrarci con succèsso ndTin- 
vcstigazìone delle proprietà , die le distinguono . 

ARTI CO 101. 

71 $• L'equazione de! circdiosf è veduta esse- 
re y^ z=: lax — x% "la essendo if diametro , ed «• ,^ 
due coordinate ortogonali . . 

Per discuopnV Tandamento dì questa curva,$up. 
pongasi diviso fi diametro I41 in un' determinato 
numero dì parti , che sii per esempio me , e si 
diano successi vamerfte ;iirascissa x ì Valori i,, 2 , 
'3' &c. 10, coll'a^giunta del valore zero, e.ìdai ri- 
sultati , che ne derivano, si dedurrà l'andamento 
della curva . Ecco'li tutti per ordine . 

Posto xz::Oi Xzr i,^== 2^ x :=: $, x =z ^j ^:;='5> 
:^r:5, x=2 7, :rr:'8>:t =:p,;r=: io , risulta jf^.o, 

y r^ !±: v/ a4>^ r: d::v^2i,J^=? tr:4, j^=: i±:3,>:=: 0. 

G g 2 Ti6., 
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ji6. Da questi n^isultari si deducono adesso, le 
conseguenze , che Seguono . 

Siccome posta X'zzOj ne deriva y r=:o\ la cur- 
va (Fig.* 32.) passa per il punto /^ , origine del- 
ie ascisse. 

Ci*escendo x fino a divenire =: ^ , crescono le 
ordinate, finché la massima sia =1: <t ; e crescendo x 
oltre del valore 5 = 4, le ordinate diminuiscono, 
finché giunta x ad essere rr io zz..ia , jy è rj p ^ il 
che mostra dover passare j a curva circolare per il 
punto B , e dover'essere per conseguenza rientrante. 

Dopo di fluesto, se si osservi , che i valori 
di X >. l'o danno per y dei valori immaginari , si 
concluderà , che non v\è curva al di là del pun- 
to 5 ; e se finalmente si avverta , che. per ciascun 
valore dì x , ne risultano per y due valori egua- 
li , uno posftivp , e j'altro jiegativo , si vedrà , 
che la curva circolare ha necessariamente due. ra- 
mi, continui,' ed eguali , uno sopra il diametro 
t4B j e l'altro sotto, di esso. 
. 71^. Scoperta così analiticamente Tindole del 
circolo , passiamo ad investigarne le proprietà • 

Dal centro C si conduca un raggio qualunque 
CM , e dair estremità M si abbassi sul diametro 
tAB un ordinata \a/i? .ad. esso perpendicolare; ne 
risulterà generalmente un triangolo rettàngolo 
CMT , da ini si avrà CM^. ziz y^-j-^^ — 2aX"\-x^. , 
ma jy* =: lax — x^ , dunque CM zz a , vale a dire , 
che tutti i punti della periferia circolare sono ad 
cgual distanza del centro . 

Inoltre per la proprietà costituente V equazione 
si ha /^P : PM ; !Pi?, il che dimostra esser qua- 
lunque ordinata media proporzionale geometrica 
fra i due senjmenti del diametro da essa prodotti .. . 

718. 
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jìS. Conducasi adesso una corda /^M \ e si ayrà 

u4M^ =:: x^ + J'^,— ^^x , e perciò x : yéM : 2 a ^ 

vale a dire , ch^ tutte le corde condotta d^ un* 

estremo del diametro, sono medie geometriche fra 

il diametro , e l'ascissa corrispondente . . * 

yip. Dall'estremità Al della corda /^M , si con- 
duca un'altra corda M^ , nll' estremo B del dia- 
mctro,ene risulterà J[M^-{-MB^^ u£V^-}^z^V.TB 
-f P^' =: 4/1^=: JB^ , che è il Teorenia Pirtago- 
fico . 

7Jio. Iscrivendo nel circolo un quadrilatero 
^MBM^ si trova AMXBM^-^-^M^X^M^i^D.l^M'. 
Per vederlo si conduca da un'angolo qualunque 
per esempio dall'angolo Af, una retta M7y( in modo, 
che l'angolo ^y^Afff risulti eguale all'angolo /^Af'M. 
Con questo, ì triangoli simili /ÌMMi , I^BM^ dan- 

M^B.MA 
DO MM^'.M/^iiM^BiBT^z^'—^j^^ — . Parijnente i 

triangoli slmili XfSAf' Àl^M^ danno MM^u Afdhi 



/ 



^ .1 

Si aggiungano le due equazioni trovale, e sì 

M'BXM^-^^M^XMtB 

zvtÌL'Rhi+^X:=, JIB^ ^—^y , di 

dove moltiplicando per MAf'si deduce ABMM^ :=: 
M^B.M^-^^M^^.MB. 

J2ii Passando a determinar le funzioni del cir- 

ydx 2tfT— ir* 
colo, si trova la^ottaogcntc — — -rr. -^ — ^ ; per 

conseguenza CT — , e si ha la propor- 
zione CP : Cu4 : CT : 

G g 3 723. 
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7i2.:pa]requa2{ionf y^r:*'— jr* si avrebbcavu- 
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to Pt — >■ e cr =: — , di d»vc si ha la prò- 

porzione addotta di sopra • 

72 j. Facendo uso della prim'cquazlonc si ha la 

- ydy ' , , 

sunnormale-^ 5= 4 — Jr » e la normale 

724. Coo cgaal faciliti »i traverebbe H rag- 
gio osculatore =: ^i , ed il centro generale nei cen- 
tro stesso . * , 

715, Volendo rettificar la circonfcreoza si ha 

dall'equazione j^r: |/(a* — ^*) > dy^ == a^— J? * ^ 

\/(,¥+dx*)^J ^^a'-^x') y, ^ f "'g' '" 
«erie il radicale \/(a'~-x^) , e, fitta l'integrazione 

de*terraini,che risaétano, si ottlene/\/(<$)>*-f ìx*) = 
1 *» 1.3 *' i^ _f^' 

-;»<?. r^r. Le, circonfercwe dc'^ircgji stgano 
fra di loro come i diametri.. . . i .^iq i 

Djntof trazione , I circoli sono .po^ligwi- ?»!»'- 
li, e i diametri sono diagonali oiB9J#8b^*fi.un- 

' que &c. : ■. -i.;!-- ■•;■!'.■ 

7J7. Cerchiamo la <juadratara del cirpolq., 

r r ■ -^ ^■>^^- '*=••!! 

•Si ìiijydxi^J <f* v/ ( 4? — *' 1=: »X, ^-^ » ^^ 
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7x8. Ttfor. Le superficie de' circoli stanno fra 
di loro come i quadrati de dlamett?i • 

Dimestràehne . Le superfìcie de poligoni stati-* 
00 fra di laro come i quadrati de lati omologi ; ma 
i lati omologi stanno come le diagonali omologhe » o 
sia come i diametri ; dunque &c« 

729. ^ un stmicircolo faccia una rotazione in. 
tera intorno al diametro, vien generata una sfera 
La siiperfictf , e la solidità di questa è nota abtu- 
stanza dalla Geom9tria • Noi ci occuperemo un 
momento sulle sez^ioni sferiche ^ e suile figure » 
che né derivano . 

732. Se tagliasi con un piano uua sfera qualun- 
que, le sezioni risultano sempre circolari , e risul- 
tano circoli massimi , quando il piano segante passa 
per il centro della sfera. Tagliando una sfera con 
diversi piairi nel tempo stesso ^ si possono forma*^ 
re sulla di lei convessità dei triangor» curvilinei; 
vediamo come si possa determinarne la superficie . 

731. Se dividasi la circonferenza di un circolo 
massimo in tante porzioni qualunque , e per i punti 
di divisione , e per l'asse si conducano dei piani » 
la superficie sferica vien divisa in tante liste , le 
quali stafino fra loro come gii archi compresi fra 
i piani , chele formano • Ciascuna di esse , sarà 
dunque uguale sd prodQttò dell'asse ^ per Tai^co del 
circolo massimo, /che misura Tangolo formato dai 
piani suddetti • Ciò postd » m A&€Ù una delie \\- 
stt'i^ì'ìiJ' ^'i.) Bù {"ateo ài cinedo trtóssim© , che 
misura Tangolo/^ ; La superficie di detta lista sakà 
x4C.Bt> , ò 2: AC.Aià^^ i^fCO iTD . |ia t'ar- 

G g 4 ^ co 
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co AM =: CE^ e sf conduca per ^/ , E il clrcofo 
massimo OA^ES . Si avrà un. triangolo sferico AMEj 
ne! quale i due lati AM%AE sono supplemento Puno 
dell'altro. Di piii sì avràTarco ^Ccgaale all'arco 
^AE^ dunque il. triangolo .^>?f£r:triang*i^£C;dun-» 
que ciascuno di essi è la metà: della lista ABCD'j 
quindi AA^E-^ AF.A , dove AF è il raggio della 
sfera. 

Da questo ne segue i.° Che la superficie di un 
trianj^olo sferico , di cui due latri vagliono insieme 
iBo.° è uguale al prodotto del raggio della sfera per 
l'arco di circolo massimo > che misura l'angolo, com- 
preso fra i lati complementari . 
7j2.Siaadesso(Fig.*34.)il triangolo rettaogolo JML^ 
di cui l'angolo retto siaikf . Si prenda M?y{=*^3f,e si 
conduca il circolo massimo ^A!; I triangoli iW^L, 
^ML saranno eguali ; dunque le ipotenuse 2S(Z , *AL 
saranno eguali . Dunque gli archi 7^L , LC sono sup» 
plementi uno dell'altro ; perciò per il primo caso 

7\(£C = ^F moltiplicato per l'angolo JiLCzz .., 

^Fi^MC — 2ML^) . Dunque il triangolo MLAzi 
^F(2iA'^^MC^2MLA) tssctìdo la lista intera 
s::^FX2^=u^C . ^ ; Danque finalmente MIA =: 

^fCa-^-ML^ — ), vale a dire 2/ Che la 

superficie di un triangolo sferico rettangolo è ugua- 
le al prodotto del raggio, per la sonfma degli ar- 
chi, i quali misurano gfi angoli acuti» diminuita 
di un quarto della circonferenza . 

7JJ. Sia finalmente .y^I^I un triangolo qualun- 
o»ie ( Fig.* ^j.) Si divida in due triangoli rettangoli 
.F/7I, AmLy per mezzo dell'arco m circolo mas- 
simo vfìL condotto pcrpcmlicolacmente^opra di -^P; 

Si 
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■Siavrà per il a.^'caso ^ml^/i^A-^- mLA—^ )^ 

AmC 

UF{A-\'V-\'VL4 — <AmC). Dunque ]a 'superficie 
4» un triangolo sferico qualunque, è uguale al pro- 
dotto del raggio della sfera, per la somma degli ar- 
chi , che misurano i tre angoli, diminuita della 
semicirconferenza. E* questa unar Teoria u ti! issiaia 
per la quadratura delle volte. 

A R T I C O i O IL 

Della Tarabola • 

734* Inequazione della Parabola è (n^ji.) 
I I 

y^=:^en*^ ~ Tcx; pongasi ^.sen^^ — Pcsp , ed essa 

diverrà y^=pM • 

Dunque y = t±z \/px i perciò ia curva para- 
bolica ha due rami , uno sotto , e 1^ altro sopra 
r^sse , e ciascuno dilatasi all' infinito , pcr- 
'chè crescendo Assenza limite, cresce pure senza 
limite^. 

735. Questa curva non ha ramo alcuno al di 
ìk del vertice, perchè fatta x negativa risulta^ im- 
maginaria, e le sue ordinate procedono in manic- 
•ra, che i di loro quadrati stanno come le ascisse 
corrispondenti . • 

Difatto se jf , jf' sieno due ordinate , ed :r, x' 
» le ascisse , che loro corrispondono , si ha y^iy^^ s: 
pie : px^ z: x: x^ . ' 

7i6é Di qui Si può dedurre » mediante il.prin- 

ci- 
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cipfo di Galileo , che gli spazi percorsi dai corpi 

abbandonati alla forza acceferarrice ddla gravità t 
stanno come i quadrati de^tempi, si può, dissi, 
dedurre , che la curva descritta dai proiettili, non 
computata però la resistenza dell' ammosfera , ed 
il moto della Terra, è una Parabola , e cfce le 
velocità di un fluido , che sorta per ub orifizio ^ 
stanno fra dt loro , come le ordinate di una Pam» 
boia , di cui l'asse sia il diametro verticale del vcu 
«e , in cui ^i contiene il fluidd . 

737. 'Tornando all'equazione d^illa Parabola , se 
vede che l'ampiezza di essa dipende dalla gran- 
dezza della costante p , perclkè creccendo p , cre- 
scono le ordinate . Questa costante , in virtù dell* 
equazione y^ zz px si sa essere una terza propor- 
zionale a due coordinate qualunque X , ^ • Per de- 
terminarla piCi da presso, supponiamo, che sia 
rappresenta.u per uisa doppia ordinata della Para* 
boia* stessa» il che si può assolutamente . Nel 

puQto^ a cui essa corriisponde » si ^vti'^p^zzpxy 

1 I 

punque — p^Xf e Tord inata intera "^ p =: ìat, 

rapporto preciso abbastanza per poterla determina- 
re meccanicamente , qualora venga dato il perime- 
tro di una Parabola 9 e rapporto assai irantaggioso 
per ciò , che si dovrà dire in appresso • 

738. Poste queste nozioni , sia data la Parabo- 
la TBC ( Fig.* j6. ) E' manifesto , che deve esstc 
data la costante /i , altrimenti non è determinata 
l'equazione j^* z:px , e perciò neppur la parabola • 

1 

ijuiindi cdnvicflc » che m dato ^ f > ^ per 

^ con- 
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«Wflse^etiza P asidssjfi , atia lentie corc»t^óndsJ* or« 

ìKnjrtà -pp. Questa dicasi r, è sia tsimsia pdf 

SF. Sopra ){ veittièei^sf prenda tiisa distanza v«r(- 
licale BS^BF:=:c « e si conduca per il puobo 5" ungi 
retta noroiale iiideiinitii i^SM, che la cliiamerenio 
Direttrice iella «Parabola % Essendo BU l'anse deità 
parabola 9 dico pfjmieranitiice 
' 73^« 3>Dr. Se conducansi éA pinrto F» t^danté 
iretieji vogliano al perimetro pai^bolico FK^j J^K 8tc2 
ìcsse debboiì multare tutt*eguali at!e retlie rospet^ 
tire 9 coadotte dai punti iC, JC'&c. jierpeodkch 
larmente 4opra M^ • '. 

Mniùstrazhne • Sì abbassi dal: punto JC VkhpS^ 
irata W sull'asse BV . Sì avrà Kf * =FL' -f-j:/,' 
i I 

^=<*4- T?)^^+^^=«^* i o<idc i?fej:Jt^ io 

staso* dicasi delle retee X'Jgi &tf. 1 

Di qui si può dedurr» aa facil- «etodci oKKcii^' 
DICO, coti cui. descrìvergli Parabola eoa tifi mo- 
to COfitiflUO . . 

Abbiasi < Fig»^ 3 g«) ute sq^tadra QffT » cke kon ; 
ra^oo ut) braccio OB iufigo Ja dirttcricey td at 
suo estrrnio € sh fisiato uo ^fOo h^ga quanto CS. * 
Se Paltro estremo del filo si fissi oel panto F > -e 
mediali^ ttRQ strio sì applichi al bracCìa^JfC tam- 
tre hi squadra' si muove longo-Oj» vetrài dèscriu 
ta la Parabola- . 
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metro Parabolico, ( ?ig.^j6.)sì conducano due rette, 
unii li fii«i« i^f f raljf» pfr^fidK&iurc allg Oiramt^ 
e se dividasi per metà la ^Fcon una retta nor- 
male. TML » dico i che fjpai i gf|ierai(»ètU( mi« 
gente dellt parabpU. 

i>ÌMffM^J0»a.* Cbc Ti debba p^wire per «; 
BC ^gM dtllM*9ftC«lwno dei tritBg<^p ^f ; che 
poi non debba incaiitr^f ii perim^ro parabplì^ 
in v^un altio pusto s M legM^e da ^«estQ , che 
qoalaniVff aUrQ.jsuo puoto £ ilev' ei«ef egumiv 
rae«ie dtiftitcìte da ^ e 4a f » Ma se ii panit 
£ fosse nei perimetro., canverreblieft' che f(m9 
LF=Li*<L^j e se fosse dentro la ^JtraboJt, pò- 
trefrb^esaene if<Zi., «d 4 forthri itiJti Cin- 
que &c. 

Si vede di qui , come si possa condurre una tan* 
ge&te a «A pKjHo (lato daHa parabob« 

741. Se al vertice B sì conduca una tangente 
JJD,essa divide in mezzo F^, perchè ì rtriango« 
li X^if JL» J^ fisnltano eguali . ^ peA t^hdi $kiit 
durre una tangente con un altro Metodo a$sai ele- 
gante , e che ha hago pef t«eie le curve Caitidbe t 
d<rf Oi. a i%QUj> eé è li «eguefttev 

Si ornami nei taiigen^e al vertice iella Par»r 
boia data • Dal punto proposto si abitassi ioir 
pra 4J essi iim pc^odicolare, cl^r si^ fwr^ieai- 
pio in ^ p^t il pmm M9 e per la metà di: 
Bp si faccia passari una reta» e é avià ia tas* 
geoxe rìcWesta* 

74a. Se d àmetsc condurne una ta^genee alia 
Paiìabola» dt ua^ut^ àAio Smm dì tésa , sccc^ ; 
Ja costruzione , di cui bisogna far us0.fa1ac1.cee- ' 
iTtt |ifl punto dato 9 ed intervallo la di lui di- 
stane 
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stanza dal punto F si (}e^rivi .un';arc9 inde^nico; 

Dal punto, in cui questo incontra .la direttrice, 
si abbassi una retta indefinita, parai lej la afrasse. 
Questa incontrerà la parabola in un punto . Per 
questo conducasi d^I punto dato una retta indefini- 
ta, e si avrà (a tangente cercata. Sia adesso 

74^. Teor. Se conducasi una retta TVJA! , che sia 
'parallela ttlPasse PB , ed incontri internamente 5 
perimetro parabolico \^ un punto A^ i dico, ch'c 
l'angolo da essa formafò col ramo KC y dee risul- 
tar sempre uguale all'angolo , formato dalia retta 
KP^ colla parte KB della (brabola . 
- Dimostrazione. Essendo (Pig*3^.) i- triango- 
lo- ^P isoscele , si ha ^e'^EKF; Ma ^Er<N(KC 
dunque &c. e questo vale per qualunque ^altro 
punto. ' ' '^^ 

. 744. Da questo he segue , che se nella carità 
parabolica generata dall:^ rotazione della semipara- 
bàh BK^^ fntorno àilVsse , vi entri un numero 
Qualunque di raggi paralleli all'asse > debbano tut- 
ti , per ia Legge Catottrica, dell'eguaglianza , fra 
J^angolo d'in(;idenza , e l'angolo di riflessione , riu- 
nirai nel punto F\ Questo punto dicesi fuoco ; «e di- 
fatto il calore ih esso prodotto dalla riunione di un 
numero assai copioso di raggi, è Sufficiente a li. 
quefiire un metallo, e'd a vojatilìzzare un diamante. 
Tutte le rett:C, che dal fuoco vanno al perimetro,^ 
si chiamano r.?ggi vettori . 

7^5* Questa elegante proprietà della Parabola 
può applicarsi con mirabil successo a propagar la 
ìvièG ed il suòno a remotissime distanze ; basta coi- 
jocàre il corpo luminoso , ò il corpo sonoro nei fuo- 
co" di una trdmba parabolica. La Tromba Parabo- 
lica riesce ancora mirabilmente ad uso iàcustico, 
( *" . qua- 
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qualoi'a èì adatti' ti Kioco un pfttfòl tubo , t que- 
sto s^iotrodd^ nel meato uditorio • (^) 

Si può adesso concludere ; che la Parabola ha 

infuoco; che esso è distante tlal rertrce di — p; 

4 

41 che la costante/^ è uguale alla doppia ordinata 

crtogonale > che passa per il fuoco; questa dicesi 
Parametro . 

745. Teor^ Se a! vertice di uoa Parabol4(Fig,*3tfé) 
Si conduca una tangente u4B » che sia =p 9 e per il 
punto ^ una parallela indefinita «^/ alPasse BP y la 

Juale si potrà chiamare seconda Direttrice della 
arabolz^qualunque rettangolo RF^ ^ BGj BH &c. è 
sempre uguale al quadrato dell^ordioata corrispon- 
dente 0^, Jf^l*, VX &c. 

Dimostrazione • Di&tto BQ. . qf^ zz px ; BB^^Bfi 
zzpx &c. 

7 $6. Teor. Le perpendicolari abbassate dal fuo* 

co 

(*) rè chi pretende y e fra guestì av^ il Ch.Cai- 
Valierì , che Vaccensione dclli flotte B^omane , delle 
quoti la prima di Marcello incendiata d" Jrcbimedt 
sotto Siracusa , e V altra di Vitaliano 'incendiata da 
Proclo presso fostantinopoli , debba ripetersi dallo 
Specchiò Parabòlico . V^è perbma^ior ^jerisimigUan" 
Za , che fosse ciò effettuato cori uno specchio piano com- 
posto ^ a guisa di quelli di M. Busson , formati di \6o^ 
Specchi ' * 9^^l^ trasmettono Vatcensione alla disian* 
za di 100. piedi\perchè uno specchio parabolico^ per 
trasmetter Caccensione alla distanza di 200. piedi^dtà 
avere la doppia ordinata p di 800. piedi . ^esf opi- 
nione vìen confermata ancora da Tzetze , il quale ci 
descrìnje'to specchio usato da Jirchlfneie come del tut- 
to simile a quello di M. Busson . 
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00 mdte'tairgent: ^ella Paribodt » crlaboii<> io ragio- 

ut sudduplicata deVaggi veccori . 

Dìmestrazimc . I triangoli (Fig/j€?.) ^^^ » ^^^ 
essendo simili , daoao FTìFEiFB, perciò F£^=: FT.fSi 

di dove, FB cMCiìdocostàDtc=:"^p^ oc aegue\ 
che F£%egua la ragione diFr'o sia di M, fiese^ 

goe cioè 9 cbe F£ cresca in ragione di ^FX • 

74S. T^TT* L'angolo al fuoco > foraiaco da due 
raggi vettori 9 è doppio deli^aogolo farmato dall'in* 
contro delle tangeotf » condotte ai punti , nel quaii 
detti raggi incontrano il peciaietro della Paca* 
boia* • > 

Dimostrazione. Sia l'angolo al fiiocoEA:F(Fig.*37.) 
e Tangolo formato dalle tangenti ECF; 1* angolo 
KEBcEBK^DìAwquc OKExzEBK , per la sreisà ragio- 
ne si ha raiygolo 0KFt:2fUF , dunque EKF:zzEBM 
^2K^F Ma EBKs^SC ♦ ed ECF^C^B^/^SC , duo?- 
^ne l'angolo £«F^2£CF» ; 

749* Tear. Se dall'estremità delia cannale. FOsi 
coodnca una perpendicolare O^ sopra il raggio vet« 
mpe iCF^ne risulta FT^ ugualealla sunnorwalc MO» n 
K!ì^ eguale alia parte dell'asse ilCJlf compr^a fra l'orv 
di nata FMtà il fuoco * 

DimostTA^Une. Condotta da( punto F. una retta 
indegnità , paraKèia all'asse DL » che sia FZ , essen- 
do l'angolp. ^F^iXFZ a cagione della normale j^si 
ha Pan ^jo OFtf^FZ j ma OFZ^KOF^ duwfae f 
triango! i MEO , O'Ì^F Sono egual i ed J{FtfAf ©.Inol- 
tre /)Af-f Z?a:=*/'; dùnque hipùM -f- OA:— AfO 
sDM-\-DX'^^2pK:=DM*^DiC±KM . 

750. Teor. Il rettangolo della spmma di due or- 
dinate paraboliche nella loro dilfeireQza 9 à uguale 

al 
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al rettangolo dei parametro nella differenza delle Io» 
ro ascisse • 

- Dimostrazione .Sienoy,y due ordinate , ed x , aj' 
le ascisse corrispondenti . Si zvrì y^spx ; y^^=.px^ ; 
Si tolga la seconda dalla prima , onde si abbia 
y — 'j^'^ r= /? ( ^ -^ 3^' ) ,' e sarà riscioglfcndo 
(y+f) (JVr-jf 0- p (^— *') » e perciò &c. ^ 

751. r^or. Il rettangolo del pcrametro in un* 
ascissa qqfalunqoe, ò il quadrato di una qualunque 
ordinata ,. il rettangolo dell' ascissa corrispondente 
all'ordinata, neir ordioata stessa', ed il quadrato 
di tale ascissa, sono generalmente ere quantità in 
coniinua proparisiojne geometrica . 

Dimostrazione. Dal l'equazione, y^^/^x sììizy=:\/p9i; 
questa si moiriplìchi per a?» e. si zvrk My:=^ x\/px; 
Ma si ha px:x^px:x^ ; dunque pxixjfyX^ . 

Se si dividano i primi due termini della proporr 
zione addotta per a? , rìmziìc pyiixyw^ d'onde si 
bar Che il parametro ita ad un'ordinata qualunque 
' y , come il rettangolo di tal ordinata nella^propria 
ascissa , sti al quadrato dell -ascissa medesima • - 
-• j$i. Teot. Se si prendano due. ordinate qualun- 
que j^S y , alle quali corrispondano le due ascisse 
X ; jf ' . sarà in generale., il quadrato del parame- 
tro ad una delle ordinate, come il quadrato dell! 
altr'ordiiiatà , al rettangolo delle due ascisse - 

D/wof/ra^/o»er.Neiripotesi data,sì ha \^zzpx\y^^zzpx\ 
.. {^ieste> si. moltiplichino iosicìne, onde si abbia 
y^y^^^p^xx' , e rfsciogliendo quest'equazione in 
proporzione si zvrip^ ly^ny^^ixx* . 

.753. Fin qui abbiamo riferita la parabola 
all'asse; passiamo ad esso a riferirla ad un suodia^ 
metro . 

Definizione . Diametro della Ps^rabola è una ret- 
ta 
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ta indefinita condotta da un punto del suo perimetro 

concavo, parallelamente all'Asse. Le ordinate ri- 
ferite a un diametro sono le rette condotte da un 
punto qualunque del perimetro, parallelamente al- 
la tangente, condotta all'origine del diametro • Po- 
sto questo , 

754. Sia la Parabola 5Si;.//A:(Pig.*3f^O 5 A'^ ne sia 
un diametro , di cui sia M il vertice ; Sia M^un'or- 
dinata normale all'asse u/r , e dal punto 3s{ Tordi- 
nata 2S(P al diametro , il quale si suppone dato di 
posizioncT, ed abbiasi finalmente una seconda ordina- 
ta 2\(£ ortogonale airAssc . I triangoli M^, 7{F{L 
sono simili ;' dunque se dicasi TS{P:zy , Mf=x,^4z:a , 

farà M^zi\l ap , ed M/ = v/4^/ "f ^/^ » Si 

avrà \/(44* + ^/')l^+v/<4^'+^/^)'-v/^/'-^^« Pon- 
gasi 4^-|-/'=:j, e la proporzione addotta diverrà 

_ _ _ . . \J(^p 

x/aqiy-ì^x/aqii \/api 7{L:=:y Il+v/^/'.OItrc 

di questo si ha \Japiy}L^ '\i\/ ^P « w : l^L , 

\/aq 
a motivo ,che il raggio MP é =AfH , normale alla di- 
rettrice , =:^=Fly^ perciò 10=: f ^, sia 1^4=:^^^ 

2^ 
onde I{L zn —j — +2^ ; Ma i^«^Ì5 l^l-^-^^tziz a? — a\ 

Dunque /rflrjr-f-^-f- — ir ; dunque , siccome 

y \/ap V 

^L^ ^p.AL , SI avrà sostituendo^ \lap'\-y^~ZZ ) 

^^P'^^^^TT^ \ facciasi la riduzione, erimar- 

Hh rà 
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rà^^=: qx^ (444-^)^ equazione simile a quella 9 che 
si trovò per rapporto ali 'asse . 

755. Da questa si vede, che il parametro di un 
diametro è una terza proporzionale dopo un'ascis- 
sa , e l'ordinata corrispondente » come il parametro 
dell'asse , e che è zz 4<t+p n: 4MH1:;: 4AfF , cioè: 
Uguale al quadruplo della distanza , che passa fra 
fi vertice del diametro > ed il fuoco . 

j$6. Teor. II parametro di un diametro parabo- 
lico è uguale all'ordinata dei medesimo » che pas- 
aa per il fuo.co • 

Dimostrazione . Sia 7{^ l'ordinata in questione 

(^}g^39*);szrhT^T=:\/(4a^p)x=:^4MF . MP . Orai 
triangoli iAfF , Af/'F sono eguali a motivo del iato 
comune Mf dell'angolo ìdPVzz MlF , e l'angolo 
IMF = MFPi dunque /Fz: H? l ma lF=z MF-, dun- 
que MP -MF \ e perciò Vf =: \j ^MF^zit zMF; 
ina 7y(/^ r: iT^P come si raccoglie dall'equazione 
y zz t±:\/qx ; .dunque 7^I{ =: ^MFzz q ^ 

7^7. Teor. Se dal vertice J di una parabola 
7/^*(Pig.* 40.) si cénduca una corda ^S , che in- 
contri un diametro qualunque VE in un punto L » 
e per i punti d'iìitersezione S, Z, e per il vertice 
V del diametro w conducano tante ordinate all'as- 
se, VT^ r^, SB(j risulta JI{ : y^^t y4P . 

Dimostrazione . y^I{i/iTxx^S^iTy^iiB^S^i^^ : Masi 
ha pure ^/^r^^r'^^r^i; dunque A^\/lTii^B^^i/4^^ 

CXOhA^ly^^P. 

7j8. Teor. Una corda qualunque AS condotta per 
il vertice della Parabola è media proporzionale fra 
l'ascissa corrispondente w/f/^ , ed il parametro accre- 
sciuto dell'ascissa medesima. 
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Dimostrazione. Sì cali dal punto S l'ordinata SH^y^ 

e sfa l'ascissa /^J^r: a:;sì avrà .^S^=zy^-\-x^=z px^x^ 
zzxip^x).. 

5sp. Passiamo a determinar le funzioni principa- 
li della Parabola* Incominciando' dalla sottangenre 

si trova jr 7" in questa maniera. D;^ir equazione 

pdx d» pdpc^ dx^^ 

y == px sì ha jf cr -;;^,onde jr j^zz ^ ; ma"^ 

47* dx ij* 2px 

=^^p--s dunque j^=::-^zr-y-:r.aJ:; dunque 

la sottangente detta Parabola é sempre doppia dell' 
ascissa corrispóndenee . • * 

y6o. Dì qfii si può derivare on Metodo per 
condurre una tangente ad un, punto dato della* 
Parabola . 

Dai punto daxo si abbassi un'ocdanata- normale 
sull'Asse; si prolunghi l'ascissa oltre il vertice del- 
la curva» finché il prolungamento^ risulti eguale 
all'asdssa stess»; quindi si CQOgiunga. T estreoiq 
dell'ascissa proIoDgi^a col dM^ punto » e si avrà 
la tangente richtcsxa . 

j6i. La tangente parabolica si ha dalla forrao^ 






Vy* j- y^ — — ^ t/O^-*^ + 4^') • La sunaormale 

dy p 
si trova y^^~, valore che somministra un'al- 
tra facii marnerà di condurre umi tangente adh 
un punto* dato • 

H h 2 FI- 
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Fioalmeote la normale li trova =; y , , _, ^. 



•=/ 



jót. Si voglia adesso il raggio osculato re>di cui 

la formola è . .^ . Per ottenere 

i valori di dx^ ^ dy^ ^ e d^yy differenzio l'equazio- 

! ^ydy 4y^dy^ 

ncy^spx , e troVo dxs—^ , e dx^:s — :t~ Dif- 

^ydy 

ferenzio adesso l'equazione i/jr="~ — » posta dx co- 
stante , perchè tale fu supposta nella foroiola ge- 
nerale t ed ottengo — . lyd^y e a rfy* , e perciò 

dy^ 
•--rf!y- ~ — • Sostituisco questi valori , ed ho 

fagg. o«.^ (<»'-H-->7v/(4>-+f) . 

zdy^ : p 
~i — V/(4> +^ ) • Quando tratteremo del rag* 

gio osculatore deUTpcAoIa , faremo vedere , che 
si può trovare una formola semplicissima , la qua- 
le esprima il raggio suddetto , tanto della Parabo*- 
la» quanto dell'Ellisse, e deinperbola. 

763. Ci sì presenta adesso la rettificazione degli 
Archi Parabolici* Per riuscire in questo » si so<^ 
«tituiscaao i valori di dy^ 9 e dx^. nella formo- 
la 



\zS=j\/iix^J^f), e si avrà S^Jdy\/ (i+j, ) 

~~^ \J\ ~2 /'*-hy* ) ' Questa formola si ri- 
duca alla razionai ità,se ne prenda poi l'integrale, e si 

otterrà S. yi/(?*+^/>')+^/t,^(y+]^i,^aj 

+C, dove per determinar ia costante » ba^ta porre 

I I ' 

^ro , e sì ha C--*-" log, '^p , e perciò si ha final- 

Il H I ■ ■ *\^ 

7^4. Dico adesso, che nella famiglia del te pa- 
rabole, rappresentata dall'equazione y^:=px^''' saran^ 
no rettificabili tutte quelle I^araboie» nella di cut 
equazione sìa n un numero impari • Difatto si l\a 







dair equazione addotta ;r s: p ; perciò dx 






Quindi \/(dx'-^y*) s „..., -, 
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"SuppoDgasi nsjf e Ia"fi)rmoIa diviene rfyv_ i , 
di etri l'integrale è ~zl ~1 + ^i'^ • Facciasi «=J, 

e la forinola sarà dy — "■" , della quale si 

4. leJ / a5j^2 + I \ 2 

^— V//!^1^ f-| . Si trova cofl cgual 

facilità Plntegrale, se pongasi n^^9 r 11 &c. Ve- 
diamo come d ottenga la quadratura di una su- 
perficie Parabolica qualunque. 



. 7(^5. Sostituendo cella formola / jf rf*? si ha 



I y dx si 






/p *x ^dx^^zf ^ X ^ ^^'^ xy. Quindi ne 
segue 9 che la superficie del sem mento qualunque 

4oypy 
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JtOVp ^ dove PV è un' ordinata-ortogonale alP as- 
se ^R^ , è sempre uguale a due terzi del rettan-. 
golo circoscritto xABVP ^ e perciò quattro tcr:}i del 
triangolo V^AB . 

75^. Se si avesse in generale una Parabola qua- 
lunque espressa per l'equazione y^ :=: p °""* ^™ ; $i 



n-m 




7^» h—jh v>» ni 

ydx:=:p ° / :r "rfarz= 

rcbbe cioè, che Io spazio curvilineo ^Ì>f!^P di una 
parabola qualunque sta a! parallelogrammo circo- 
scritto come mn^m . 

7^7. Si potrebbe qui cercare , se mediaHite là 
sezione successiva di un cono, fatta però sempre 
parallelamente al lato del medesimo , si possano 
formare due parabole uguali • Non sarà difficile 
trovarne la soluzione per la parte negativa . 

j6S. Se una semiparabola faccia una rotazione 
intera intorno al Tasse , vien generato un solido , 
che dicesi Conoide Parabolica . Non si tarderà a 
conoscere, che la sezione di un tal solido , fatta 
perpendicolarmente all'asse, è un circolo, e che 
una sezione parallela alfasse forma una Parabola^ 
Se h sezione sia obliqua all'asse , io dico , che 
dev'esser un Ellisse . 

jóp. Si supponga tagliata la Paraboloide con un 
piano verticale , che passi per l'asse , onde si ab- 
bia la sezione parabolica FM(Fig.* 41.) : Si sup*- 
ponga quindi tagliata con due altri piani perpen* 
dicolari al primo, e de' quali il primo CMD sia 
perpeiHlicoiare all'asse ^ l'altro /iMB gli sia obliquo 

H h 4 la 
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la di loro intersezione MM' sarà, perpendicolare 
anch' essa al primo piano FBK , e però a CD . Sic- 
come dunque la sezione CMZ)Ai' eli' è un circo- 
lo , ne risulta PM^-CP.PD; Ma CP.PD sta ad 
tAV . PB in una ragione determinata per esempio 
di a* : P ; Dunque se pongasi /^B=z za .Ap zz x, 

a' 
e PMz=:y ^ si avràjr'n:-;^ (a<ijr— ;c*) , equazione 

simile totalmente a quella , che si trovò per PEl- 
lisse , e che si vedrà in seguito con maggior chia-- 
rezza , esser la medesima • 

770. Cerchiamo la superficie della Conoide 
parabolica: si sostituiscano i valori nella formo- 

la ~ / y \Jdx^'\^Ay^^ — / niX'\-C , dove n espri- 
me laMormale , e si avrà , per esser »=v^*+ — P*) » 

^c n I / 

la superficie richie$ta=~l ayrfy (y*-|-"^/^*)T+ ^ 

Per determinar la costante si faccia y^o^ e sa« 
4r I 
rà c = — '"^~" • "o" /'^ > e la superficie suddetta 

sarà finalmente ^ — ( (/>*+4/) T— />') j • 

771. Si cerchi fra tutte le parabole , che pos- 
sono tagliarsi in un cono dato , quella che produ- 
ca,mediante la sua rotazione intorno airasse,la Conoi- 
de di massima superficie . Si troverà esser quella, 
il di cui piano passa per il centro del cooo • 

772. 



^9 
77i« La solidità .della Paraboloide si ha ^../..:.* 



e r e 



px^ Uguale cioè alla metà del 'ci- 
lindro circoscritto . 

773. Qual' è la parabola , che fra tutte quelle,' 
che possono formarsi in un .dat^ cono , produce 
colla sua rotazione il massimo solido ? Quella il 
di cui piano taglia il diametro del cono in due 
parti 5 che sicno come 2 : j^ computando V origi- 
ne delle ascisse dalla parte, a cui appartiene il sem- 
mento maggiore .' 

774. Rimane dà vedersi come si possa ottene- 
re la superficie , e la solidità dei fuso Parabolico. 

77J. Fuso parabolico è il solido generato dal- 
la rotazione della Parabola intorno ad una sua or- 
dinata normale all' asse . Per trovarne la superfi- 
cie , sia la Parabola (Fig.*40.) T^K ^ e questa 
si roti intorno all'ordinata DC . 

Sia la pò rz io ne* dell'asse */fZ)=fr , l'ascissa /47^-Xy 
e l'ordinata 2\(Af =:^ , e Tafco infinitesimo Mtn ; 

Si avrà la zona descritta dall' arco Mm r 

T 



f 



pr 2j tpT 
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Passiamo a determinarne la solidità . 

77^. Sia il trapezio infinitamente pì.ccolo MlS^nm^ 
ed il rimanente come sopra . La superfificie del 
trapezio essendo z: ydx ^ l'elemento del solido è 
e 
J(b^x}ydx, ^^ 
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y* ty dy 

Ma si ha jf s ~~ , e dtt=~~T~ i Dunque II so- 

e r y iy*àf 

lido S sr^J (*— "T ) — I — . Si ponga j =3 e , 

quando x è =: 6 , e siccome si ha x == "T , sarà 

e* f 

bsr~ t e la fòrmola suddetta diverrà *== 7" 

(e»— y)ayrf^ 2f e*>» ac j»* 



/ 



le 



zc e^ 



e^ zc 



e e^ 



Si ponga — = 29r , e SI avrà S ss 49r ""T —4^ • 

rrTj'sr alla superficie della base det cilindro ge- 
nerato dal rettangolo ciscoscritto DF , ed f ne è 
l'altezza DC ; dunque la solidità del fuso parabo- 

8 
lieo è uguale a— del cilindro circoscritto . 

ARTICOLO III. 

DeW Ellisse. 

! 777. L'equazione è perciò , che si vide (». 70 j.) 

sen.^ 
y = J^(c sen.Px^sen. ( T+^)x^)^K . 
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778. 



778. Dall'ispezione xli 4]uesta «i raccoglie i.®. 
Che TEIlisse ha due rami , uno positivo , e Pai 
tro negativo, fra di loro eguali , perchè si ha gè* 
ceralmente y=*±:\/K . 2.^ Che lamedcsima è rien- 
trante » perchè fatta or = risulta^ n: ovatta 
e sen. T 

e sen.T 
3.^ Cht g^^^f^pi£^ * «n suo asse; 4.* Che 

all' ascisse tìcgative non corrisponde alcun ramo 
di Elisse , perchè avendosi 

* csen.p 
le a dire, posto T^^TZjI^ = " -r— • 

y r 1 (— 2^^e^— jt*) , 51 ha sempre 

COS. •— P 

2 

per J^^ un valor negativo , qualunque sia ;r , e 
perciò noti estrarre la radice quadrata si ha gene- 
ralmente un valore immaginario per y f i\ che 
prova non poter corrispondere al prolungamenui 
deir asse alcun ramo ellittico : è questa una con- 
seguenza deir analogia, chev passa fra il Circoio , . 
^c r Ellisse. 

5.^ Che quando 1* ordinata y corrispon* 
^e alla metà dcir asse 2a » dove la chiamerò 

b 9 si 
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Ir , si ha b*s I X«' • Quest'ordinata 

COS.'— P 
2 

bf che suppongo ortogonale, essendo prolungata 
al di socco dell'asse 2a fino al perimetro del ra- 
mo negacivo, è un second*aise della curva Ellitti- 
ca » e dicesi coniugato per rapporto al primo • 

Dì qui si vede, che si ha ;t s i 

^ cos.'-F 

2 

cseruP 
Pongasiycome sopra, — Tp^TT)'^^ ' ^ Tequazione 

della curva Elliccica verrà ridotta alla forma 

779* Adesso, avendo cosi ridotta l'equazione 
deir Ellisse possiamo inoltrarci ad. investigarne le 
altre proprietà « 

L.a prima, che ci si oifre è, che TEIIissé altro 
non è , che un circolo , che abbia il diametro eguale 
all'asse c^5 (Fig.* 4a.)> ed in cui le ordinace sieno / 
diminuite nella ragione costante dì b:a ; cioè dell' 
asse coniugato CD alPasse trasverso J3 . Difatto , 
se dicasi z l'ordinata di un tal circolo , si ha in gè- 

b 

wn\tz:y;;\/zax—^x^:— \/zax — x^ iiaib. In virtik 

di quest'analogia, e di questo rapporto ne segue, 
* che %^ vogtiansi nell'Ellisse computar le ascisse dal 
centro , vale a dire dal punto, in cui l'asse coniuga- 
to incontra l'asse trasverso , la sua equazione deb« 

ba 
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. ba essere, come vedremo anche meglb in appres- 

ySo. Impiegando adesso la prima equazione dell* 
Ellisse sì ha y^izax — ^*::i^:4*;dunque neirEUisse» 
Il quadrato di un^orJinata qualunque scà ai ret- 
tangolo delle sue ascisse , come il quadrato del se- 
miasse, ò dell'asse minore CZ> al quadrato del se- 
miasse , ò dell'asse maggiore /^B . Siccome poi 
quest'analogia sussiste in qualunque punto dell'El- 
lisse , se dicansi in generale ^^ , x^ due altre coor- 
dinate ortogonali ali' asse t/iB , si avrà sempre 
y^iy^r.iax — M^'.ia^^-^x'^ . 

Dunque i quadrati dell'ordinate ortogonali alPas- 
se maggiore stanno fra di loro nell'Ellisse, come i 
rettangoli delle proprie ascisse . 

781. ScoL Si concepisce facilmente , che lo stes* 
so rapporto sussiste ancora fra le coordinate obli-, 
quangole , perchè dovendo esser parallele , deb- 
bon conservare la m ede^ima ragione • 

782. Ritornando ad^ osservare la proporzione 
trovata di sopra j^* : lax — x^ :: y : a^ ^ si com- 
prende , che il quadrato di un'ordinata sta al ret- 
tangolo dell'ascisse corrispondenti in una ragione 
costante . Si esprima dunque una tal ragione per 
:ia : p 9 essendo p una quantità da determinarsi , 
e si avrà in generale laX'-^x^ : y^ :: la : p • Or 
qualunque debba essere il valor dì p , è certo , 
che in virtù di questa proporzione deve essere 

b\ lax—x') 2b^ 4Ì* 
=2<i. TT TT"^ ^ ^ • Dunque dev* 

esser tale , che abbiasi la : ib i p , cioè p dcv' 
tssere una teraa proporzionale dopò l'asse mag- 
gio- 
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giare, e Tasse minore . Di pid osservo > che a 

motivo dell'equazione p = , perchè 4 > i , 

de v' essere ^ < 26 cioè delt'asse minore. Dun- 

que — p può essère un'ordinata dell'asse maggio- 
re j poiché se conducasi una retta AC la quale con- 
giunga gli estremi dei due assi, chiaramente appa- 
risce , che da qualunque suo. punto m si può con- 
durre una parellcla w » all'asse .>^fl , e che perciò 
fra le ordinate del quadrante ^PC vi sono compre- 
se tutte le rette <i • CE^ o sia <i b . 

I 
Suppongasi pertanto, che — p venga espresso 

per un'ordinata normale all'asse maggiore . Nel 

I 
punto, a cui essa corrisponde, si avrà — p'zs* 

— (zax — x^)Mz essendo data l'Elisse , debbon' esser 

dati gli assi , e per conseguenza anche p ; dunqu« 
in virtù di quest'ultima equazione dev'esser data 

p 
pur l'ascissa x, che corrisponde all'ordinata— . 

I 

Sia pertanto la sudetta ascissa BF:=:c - Si avrà — P* 
b^ ^ 

- — (24f-^f*). In questa si sostituisca /? in ve- 

2b^ I p 

ce di ~"-*, e ne proverrà ~ p^=:~(zac — c*)> 
a * 4 * 2a^ 

2 2 e* 

c quindi />=:— (24r-^f*)=:4r—''"*^ , onde sì 

^ ha 



I 



hap<4(r, vale a dire, minore del quadruplo di 

I 
TBy distanza dcirestrcmo/^deirofdfnatc Wyj[ = -^^, 

dal vertice prossimo .8 • 

Inoltre , dairequaztone pA -^Czac-^c^} , si ck- 

r ^P ap 

duce ~=: zac — ^ e* ; ma"^-6*;dunque ^*=2^f«— e* 

=(2(j— f)er , cioè : 11 quadrato del semìa5« mioorc 
Ca é sempre uguale; al jcuaogcJo itetras(6Ì3&e pro- 

dotte dall'ordinata — />, ^ ^ 

785. Con questo si può trasformar V equazione 
dell'Ellisse sostituendo 2*ir— r*in luogo àil^^ e ri- 

(2ac—c'ì 
durla.alla forma jy*=: i (lax^x*) . 

784. Teor. Sq descrivasi un circolo /^^ sopra 

Tasse maggiore ,^5 , e si prolunghi V ordinata — ' 

/?=F5\f, finche incontri la circonferenza ; Fordinata 
circolare, che ae risulta è sempre uguale al se- 
miasse minore . 

Dimostrazione . Sìa PM l'ordinata F2\( prolungata 
come sopra , e CQeg itrnga^i il puatayy eoa gli estre- 
mi dell'asse*//, B. Ne proviene il triangolo ^AfJ? 
rettangolo in M , e però si'ha FM^zl,^FM=z lac-^-c'^ 
=6% otìdcFA^=:h . ^ j 

7^35. Teor. S'inalzi al punto J? uiia perpcndicola- 
rcM(Fig.*43),c si congiunga il punio L tol punto-^. 
La retta lu/f, che dicesi Direttrice deirEllisse, è tale, 
che qual unque ordinata OH, M)mtiiz ài quald^Og! ia 

suo 
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suo punto suirasse /^3 ^ moltiplicata per V ascissa 
rcspectiva ^B : produce sempre un rettangolo egua- 
le al quadrato delPordinata corrispondente 1(P . 

Dimostrazione . ^l{B:0i{S::^4i{:0i^ìi^B:BL ; Ma 
li ha pure ^F(B:l{T^:i^BiBl ; dunque ^[\,B:O^^B:z 
- Jr/^«!^P , e perciò Of{Vz:I{S^ , 

785. Teor. Se prolunghisi un^ordinata P^y&nchè 
incontri la direttrice in O , e dgl vertice B si con- 
duca la BO , sarà il quadrato di ft{ doppio del trian- 
golo BI{0 . 

Dìmostrazìone*TI{*iBI{^:tBL:Byéi:^0:F{yiii^O.Bl{% 
I{^.Bl{(:zBf{^).Dìxtìqw F^,^:J{1^.B^ , e perciò &c. 
&c, 

787. Teor. La somma delle rette F£,F'£(Fig.*cit/) 
condotte dai punti F , F' ad.un punto E qualunque 
del Perimetro Ellittico è sempre =:c/£5r2tf . 

Dimostrazione . Abbassata sull'asse y^B Tordinata 
EM , si ha dal" triangolo F'ME , F^E^=EM^-{-F^M^i 
Ma computando le ascisse dal centro si ha F^M 
=^ — e — xzzd — X ( posto a — c=d) ; perciò F'£*=y*-f- 
(d — xy . Si ponga per j^^ Il suo valore , e per d^ 
s:(rt — cy^F\^ il suo valore 4* — ò^ , e si otterrà 

rE'^b^^-^ ^^d'-^idx+x'=b'— --7-+^' — 

d^x^ 
i* — idX'\-x^=:a^ — arfjr-f- — fC restituendo nuova- 
mente il valore di a^^-V) . 

Si estragga la radice quadrata , e sarà final- 

^^ . 
mente F'fctf-— —.Con la stessa operazione si trova 

dx 

JF^£=:4'4- "^ • Si ha dunque &c. 

788. 
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788. Teor. Una retta ^ ,che divida in mezzo 

(Fig.*44,) V angolo FBG formato dal prolunga- 
mento di una retta F'E condotta dai punto F', de - 

I 
terminato ìdair ordinata — /'y ad un punto qua- 

lunque £ della curva £littica,con un'altra ret- 
ta FÉ condotta nella stessa maniera » è tangente 
dcir Elisse fn £ . 

Dimostrazione . Si prolunghi f'£ finché il pro- 
lungamento G£siar:£F, e si coogiungano i pun* 
tic , f , E'chiaroj che la retta ^ ,< siccome divide in 
mezzo l'angolo £ dee dividere ugualmente io 
mezzo la base FG . Ciò posto io provo , che la me- 
desima ^ non può avere altro punto comune 
colla curva , che il punto £. Si prenda sulla SQ 
un punto K qualunque , e da esso conducansi le 
cette KGy KF ; Si zyrÌLF'KG>F*G; imF KGrzFKF' 
a motivo che ^S é petpendicolare sulla metà di 
FG\ dunque FKF^>F'G>F^EF>4B , e perciò il 
punto K è fuori della curva . Lo stesso ripetasi 
per qualunque altro punto » e si concluderà che 
la ^5. é &c. 

789. In virtù di questo Teorema si può de- 
scrivere r Ellisse con un moto continue • Si pren- 
da un filo eguale air asse maggiore ; i suoi estre- 
mi si fissino nei punti F , F' , e mediante uno 
stilo si tenda successivameute il filò in tutti 1 
suni punti • Lo stilo descriverà in- questa guisa 
un kllisse . 

7P^« (Qualora fosse proposto di condurre una 
tangente all'Ellisse da un punto dato fuori di 
essa , ecco l'operazione 9 che farebbe d' uopo se- 
guitare • 

I i Sia 
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Sìa (Fig.45.)ii il punto dato; fatto centro ih 4, 
intervallo la distanza del punto 4 dal punto F' , sup- 
posto F' più vicino ai punto a del punto F, si de- 
scrìva un'arco F'Z)£. Dipoi fatto centro in F , in- 
tervallo FCzz^B , si descriva un second'arco GCM^ 
si congiunga il punto d'intersezione D coi punto F, 
e Palerò punto d'intersezione E col pùnto dato • La 
retta aEG sarà la tangente : non è difficile vederne 
la ragione • 

791. Teof. Se si prolunghi la, tangente i^, fin- 
the incontri I' asse AB prolungato in ^, e si ab- 
bassi l'ordinata 1\P ^ la retta ^ sarà divìsa in 
ragione armonica nei punti A^^V. 

Dimostratone . Si congiunga il punto l( con i 
punti c>f , fi. ( Fig.* 4(5. ) . Ài vertici A^ B s'inal- 
zino due tangenti indefinite , che debbon' esser 
perpendicolari all' asse .>/JJ, e perciò parallele, e 
si prolunghino le rette BB^ , ^B^ , e la tangente 
SIK » finché incontrino dette tangenti nei punti 
My S,^. Si avràM2S[:=as(/^,ed S^=:^B (Teor.antcc.)» 
e per conseguenza ^fi:.^^::^5:i'>/7y[ . Ma; perle 
parallele si ha ^A2\(c/f;:^:^// » e per i triango- 
li simili !2y{l^Af, ^I(B , B^:MT^i:BI{iMI{'iBP:TA ; 
Dunque ^B:^i:BP:T^; dunque &c. , 

792. Teor^ Il rettangolo de' semmenti .^^(, ^^ 
fatti nelle tangenti verticali u^Af , W, dalj prolun- 
gamento delia tangente ^, è uguale al rettango- 
lo dell' asse maggiore .AB nella quarta parte della 
costarne/?. 

Dimostrazione . Il rettangolo BP^ sta al qua- 
drato i^P in ragion composta di BT-'^T* , e TA.F{T; 
ma BP:I{T::B^:AM ; ed ^ViB^PnABìBS ; dunque 
BV^iBf^ix^B^io4M.BSMz^trh natura deirElIisse 
£'PA\^P^:ìu4Bip:iM\^B.pì dunque AB^iAM.BSn 

1^5* 
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^B^l^B.py cioè /iM.BSss^Bsp y e perciò y^7{.B;^ 

I 
^^B.— p. 

793. Teor. Se dai punti F , P (Fig/44,)si 
conducano due rette ad un medesimo punto fidel 
perimetro Ellittico , gli angoli F'£S , F£^ forma- 
ti dalle suddette rette colla tangente ^ condotta 
al punto Ey sono sempre uguali.' 

Dimostrazione. Si prolunghi la F'£, finché sia 
EOz:FE , e si congiungano i punti G^ F; L'ango- 
lo F'ES èr^G. Ma^G:=^F(Teor. 788.); dun- 
que &c. &c: 

794. Di qui ne segue , che se facciasi rota- 
re una Semiellisse intorno al P asse maggiore, 
la superficie risultante dee esser tale, che situando 
in uno dei punti Fj F' un lume, tutti i raggi do- 
po la riflessione debbano riuniy^si nell'altro di tali 
punti . E'per questo , che i pu;«i F, F^ diconsi fuo- 
chi delPEUisse • 

795. ^i può coucluder pertanto, che l'Ellisse 
ha due fuochi . Che la costante ^ è la doppia 
ordinata ortogonale all' asse maggiore , che passa 
per i medesimi, e dicesi Parametro dell'Ellisse . 

79^. La distanza dc'fuochi dal vertice prossimo, 
vien determinata da una qualunque delle due equa* 

2 
2Ìoni/?=:— (z4r— e*), é*r:2<^c— f' , e la distanza! 

FF^ de' medesimi fuochi , che vien detta Eccentri- 
cità dell'Ellisse, si ha = 2\/^l-6^ («•7870 

797. Il rettangolo delle distanze di un fuoco 
dai vertici -^,5, è uguale- al quadrato deP se- 
miasse minore , e la distanza di un fuoco da un 

I i a pun- 
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punto qualunque della curva i per esempio FJS, 

che »i chiama generalmente raggio vettore > è sem* 

dx ex 

prc («.787O =tf=fc ~ =:a:±ix qp~ . 

798. Teor. NeirElh'sse il raggio vettore condot- 
to alia sommità detrasse minore è uguale alla me- 
tà dell'asse trasverso . 

Dimostrazinne . Sia (Fig.*^5.) FH il raggio di 

CUI si parla. Sarà FH=v/ Hl*-^FP=J A'-f (tf— 0% 
e sostituito per h* il suo valore .'.••: 

zz \/tac — r-^-a^^-^iac-^-c^ ^ \/ a^ zza,. 

7PP* T^cor. Se descrivasi un circolo sulT asse 
maggiore del l'È llisse, tutte le perpendicolari , che 
si possono abbassare dai fuochi suiie tangenti delia 
medesima Ellisse , incontrano le tangenti nel pun- 
to dov'esse tagliano la circonferenza del circolo • 

Dimostrazione . Dal punto T'CFig.* 47O» ^^ve la 
perpendicolare FT incontra la tangente, si condu* 

I 
ca al centro C IzTCy sarà FT=:— f A:(Teor,788.) ed 

1 

FCs-^PF^i perciò i triangoli FTC, pKf^ sono sì- 

milit e ree parallela aKF», ed r — KF» . Ma 

KF:^PM-^MFz:ÀB. Dunque TC:zCA ^ eguale cioè 
al raggio del circolo • 

8oo, Teo. Se dai fuochi delP Ellisse si condu- 
cano due perpendicolari sopra di una tangente, 
il loro prodotto risulta sempre uguale al quadra- 
to del semiasse minore. 

Dimostratone • Per il punto del contatto M . 



5-01- 

(- Fig.*470 ^^^ condotto un diametro fM^ ali* 
estrcitìo P la taagcnte tu , e del punto F' la F'j^ 
perpendicolare alla tangente* T^ , che incoAtrerà 
la medesima in un punto F della circonferenza cìr* 
colare , e sarà parallela a Tt . Per la natura del 
circolo sarà FTirFf, ed FTzJ^u, ed i ptìnti tyU 
saranno nella cìrcpnfercnza circolare, essendo FTtu 
un quadrato. Dunque Ff.fr=^F.F^ o sia Fr.f'^ 
\z:Bp.F^4=^CN^ quadrato del semiasse minore . 

8oi. una retta AfO^' condotta 'da un punto qua- 
lunque ^W per il fuoco F' , determinata dal/?, pa- 
rallela alla tangente in M ^ che d\cts\ diametro con- 
iugato , è uguale à C4- Dimortrazione . Difatto si ha 
(H.J90.) che TC è parallela a KF^ ; dunque MOCT è 
parallelogrammo , e perciò MOzzCTziCÀ . 

Cerchiamo V equazione deir Ellisse riferita ali* 
asse minore . 

802. Per riuscire in questa ricerca , osservo 
(Fig,*4d^.), che se da un punto qualsivoglia 7S(' > 
abbasso un* ordinata 'HR suir asse minore DC3 
computate le ascisse, dal centro , risulta T^fi^^rf^F , 
e 1 ascissa fi'/^sTsCF, e concludo per conseguenza, 
che; per ottenere V equazione richiesta, non si dee 

far altro , che porre neirequazione ,v*=:— (a' — ^'),; 

X perjy , ed J' per *?, onde ne provenga jt' si 
— (4*-.jf*>Cosl prontamente si ottieney srp (**-*?*> 

che è l'equazione 1 di cui ri tratta; volendo cora- 
li 3 pataif 



putar Pasdisée dal verffee , sf vede , dtier T equa-* 
ztone delFEIH^se riferita all'asse mioore ' sarebbe 
a* 

. 803. Dair^ttenuta equazione , che è d(!lla for- 
ma »tesfta cbe quella pct trasse maggiore » si rac- 
coglie! Che i quadrati dell'ordinate all'asse mi^ 
nore delTEllisse stanno fra di loro come i ret- 
tangoli delPascisse corrispondenti , e che il rettan- 
golo delle suddette ascisse sta al quadrata dei Tor- 
dipata corrispondente , come Tasse minore zb sta 
ad una costante indeterminata q , che può impro- 
priamente chiamarsi il parametro delTas^^e minora «^ 
e che dev'essere una terza proporzionale dopo Tasse 
minore , e Tasse maggiore • 

804. Prima di cercar Tequazione dell'Ellisse per 
rapporto ai suoi diametri , giova determinar le 
focmole delle funzioni Ellittiche • Cominciamo dal- 
la sottangente» ^ dx 

Ver trovare il valor della formola generalejvT" , 

differenzio Tequazione^y^r-j (zax — ;r*), ed ho jrrfjr s: 
b^ ydy ydx y^ 

^'~ — — •^^r(Fig.*48.)je CT^—^^ , che sommi- 
ci— ;-jt \ 3 T /-» rt— X 

Distra la proporzione a — xiar.atCT ^ttangentc . 

Presa l'equazione al centro si avrebbe Jf^ 
•• ; - =? 



a*— ;t» 
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. Mediante una semplice sostituzione si 



_ V dx' 



,2 



trova la tangente =: Va 12 — 

= i^, TjlElEy,^ prese le as. 

cissedal cenerosi trova=Y (a»^)A-{ I 

dy 
La sunnormal.e , pre» rorigine dal vertice ^ y J]g 

b* dy 

s -^(4.*-:r) , e presa l'origine dal centro ^y ^^^ 

S-— — r"'Di quiisi deduce la normale 



a 



\l .dy* __s/b' b^ e 

prese l'ascisse dal centro si trova ^.if. • 

8py. Mediaftte queste formole , data una delle 
coordinate, si trova sempre il valore di una qua- 
lunque delle funzioni divisate • Venendo adesso ai 
diametri Ellittici , sia 

%o6. TeoT. Qualunque diametro Ellittico vicu 
divi so per metà nel centro • 

Dimostrazione • Si trasformi l'equazione all'asse 
I i 4 mag- 
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maggiore id guisa che le coordinate divengan'oblf- 
quangole • La cra«formata sarà di secondo grado 
(n.6^z.) • Dunque V ordinata , che dovrà passare 
per li centro, avrà necessariamente due valori egua- 
li , uno positivo , e Taltro negativo. Ma queste 
due ordinate formano un diametro , qualunque sia 
la di loro obliquità. Dunque &c. 

•807. Teor. A bba8sando(Fig.* 4*0 dar vertici Af, 
7y( di due diametri coniugati MOy T^Dy due on- 
dinate MP t TVf^ normali all'asse trasverso .-^^j ri- 
sulta sempre il quadrato C^=:^P*TB . 

Dimostrazione. Per la natura dell'Ellisse si ha 
BP^T/^tBSJiJiiMP^:'^^ . Sia C^u , e compu- 
tate le ascisse dal centro» la proporzione addotta di- 
viene la seguente <i* — ;r*:ii*— «^.-AfP^TSf^ . Sia 
MT tangente al punto M , ed in virtù dc'iriangoli 
simili rPM , CT^^si avrà MV^ : 1^^ i: TV^ 

Kr^^J^ )='\~7~) • ^^'=«*- Dunque 

4* — x^ia^ — »*::( ) : »* , onde sì ha 

u^=a^ — x^ ^ o tia C^:zBV.VA. v 

808. Eccoci* alla ricerca deirequazione per rap- 
porto ai diametri . Dal punto /, ( Fig.* antec. ) si 
abbassi un'ordinata /G sull'asse maggiore ufi^ , ed 
un'ordinata il\ sul diametro MO. Dal puntola si ab- 
bassino le perpendicolari /^H , J^X ; ^i ponga H^sp, 
CKzzq , e CM:zd ^ sarà GB:^p-\-a — q v e G 4^a — p -f^* 
Ciò posto si^ha dai triangoli simili CPM»Ci^K» 

iq 
Cf(x) : CU (rf) :: CìS, (q) :CI[s:— ; quindi M^ s 

dq dq 

i — J , ed i^O = rf +-^ . Perciò M%.tkO^ .... 



i> — — r • Dipoi CV (X) : PM (y) :: CK(q)t KI{ i ò 

qy 
liG= —. Inoltre per i triangoli simili rPAf, fl/^ 

si ha TP — ;; — ':PM(y)i',m{py.tf=-^rz:^t-Mti' 

p'xY ipqy' q*y* : 

^"P.TB'.^G.GB'M'M'dC* , cioè 4* — *' J a;>^ -}- 

4» .^» — q':iy'':IÙ* . Si paragoni questo valore di 

IC* con quello , che si è trovato di sopra , e si 

ipqy' + ^'y'-^p^y — q'y' 

avrà I* equazione ' ^a ^a 

p* X* y ìpqy' q*f 

f *=<i*— x*4-^* — =i^K • Posto questo si ot- 

f *'*'** V 

tiene Afl^ . 1\0 \à* —"^J '' ^^' C ««* > « «A* 

(4*-_<c»_^»— -^) : Ci^(«*— jf») , proporzione, 

che si verifica mediante la moltiplicazione de'me- 
dj ,e degli estremi. 

Finalmente i triingoli simili ff/i^.Cjy^ danno 
Hi^*:C^::/J^':C?»(* . e per conseguenza 
MI{.I{0:CM*:iIf{^:C1^ ò JlC'Mf^- ^0 :: <^* '• C^** 
Si ponga l^,sz , Ml{su , MOsim , e dÌ(s2h , e 

si avrà z* =~ìCa»»«— ^')» e compuute le ascisse 

dal 



dal centro «*^^(«»*— •«*) , equaziotii -eguali alle 

altre ottenute per rapporto all'asse maggiore , ed 
all'asse minore. 

8op. Di qui ne derivano due conseguenze , e 
sono 

h Che le ordinate di un diametro Ellittico 
sono divise per meti • 

IL Che una retta la quale tagli per metà due 
corde Ellettiche parallele, è un drametro . 

8 IO. Teor. La sompia de'quadrati di due diametri 
coniugati è costante « ed eguale alla somma dei 
quadrati dei due assi • 

Dimostrazione • Per la natura de/I' Ellisse si ha 
CP\g.^4Ì^)^S^(=CP':z9c^):7i^:ia\b^ , e perciò 

H^ = — r-Inoltrc dai{riango!iC/'M^ns[^si baCiVi* 

b^ x" 

sC/''4-TM*.Datìque(».8o'70CM'=^'+**— ^^i e 

b^x^ 
C7C = a^^x^^—j- : Quindi -CM' + C2S(f 

zza^+b'. 

Sii. Teor. Abbassando dall' vertice O di un-dia- 
metro ( Fig%* 4Jj. ) sul suo coniugato una perpen- 
dicolare OS; sì ha.. OS:b::a:CE. 

Dimostrazione . CE^+CO^zzb^^-a^ per il prece- 
b^x^ 
dente • Ma C0^-a?»^6*,— — 7- ; dunque CE^ .:..... 

Fx^^-^^^'+a^ 
=: ; . Al punto si conduca la tan- 

gente OX ^ e dal centro Csi abbassi sopra di lei 

una 






X una pèrpcndicblai^.W, e si proljloghi e* -finchiè 
incontri la cang«te in X . Dai triangoli cimili 
C/#r,(M^/^ si deduce C/ , ò^O:C-Y::Ol^,Q Cr: 7^0 . 
Quindi S0X7l0z:CX.CV^CK^ («. 804) ; basta mu- 
tare a jn é. Dunque SO^iCK^i No^^ e rovesciando, gli 
estrenìi e sostituendo i vafori di CK^ , e di CO* 
quadrato della normale (»• 804.; si ha.* •)•..•••«« 

(h^x^A-a^^^a'b^x^ à^ b^ ^ 



I 



Di qui SX)^XD^^^q':zC^^.CK^ , perciò 

SO^C«:'i:C^^CZ?l^, c|oè50:*:^:CZ?c:r£. 
i ■ %if,^TeoT. Il prodotto di Àe raggi vett^f qua- 

?* lunque FM » ^'M è uquale al quadrato del se- ^ 

' . midiametro CL , coniugato a quello che passa 

per Af. ' . 

. Dfinostrazìone . I triàngoli simili i^r^^'M^ 
danno (Fig.*47.) Fr^/^A^tfF'FtF'Af; dunque Fr.^'^; ^ 
SM:PMr.FT^'J=^M\z i.o).Ora si ha parimente(Teonf r.) 
tnC/^iiCT^iCL; di più (801) T/: C^::^/: ^/O , e \ 
ThMOrXKiKMiiTFiMF (J99) * Dtfhque C^.CV 
' iirf^iMF^iiFT. fi FWM.FM; ma (ÌO0) FT. F^V;::CN^i 

^ . * • dunque FM.F^M^CV , _ - . * 

I 813. Téor. Il parallelogrammo formato dalle tan«. 

genti condotte ai vertici di due diametri conjuga- 
r ti è semp/c uguale al parallelogrammo formato daU 

^ .le tangenti condotte ai vertici de due assi con- 

iugati . - . 

'^i)ìfìiostraztone . Per il (Teor. ». 811.) si èvae*- 
duto essere 50.CZ)=CjK.Ct^ • Dunque se al punto] B 
si couduca una tangente . che fnconCri la XO nel 
punto jT, ed ai f5unti Af, E si faccia 1 9 stesso ; 
«ara il parai lelogramoiQ COTD eguale al parallelò- 
• * gram* 



588^ _ , . 
. grammo CKZ^^ . Oi^a ciascheduno di questi pa» 

rallel(7grànimr è la quarta parte àm paraUélogram- 
mi proposti j Dunque &c. &c. 

814. Eccoci alia rettificazione degli ^ arcUi El- 
icici. . . . 

Per* determinare il valore di \/(às^^y^)ytitm 

servo, che posto il semiéjsse maggiore 4ì:i Tequa» 
zione defl' E'iisse computate le ascisse dal centro 

è j=* \/(r-^') . Di qui si deduce )iy^'^ '* j, e 

perciò si h^\/(dy*-{-dx^)ss | 7™^+^** • Io luo- 
go cfl è* si ponga il ^uo valore - i-f* ( detta cl^ 

aemiecccèntricità)e si zyTÌ\/^4x^^dy^)=:dx > ^x^). 

per •integrare questa formola", io la sciolgo in se- 

/rf^ * " ,/• dx * 

I 1 1.3. • 

(I— ~c^ ^* c^^- — ::c^Ar^-.&c.&c.)..»%**-—.M 

^ »^ 2*4 2.4.5 / 

r dx i r x\dx I P—- 

I. 3 r* 5r<y(/:r 
— 77T.fV~77^ — r— &c. &c. funzione , di «uì 

gli Integrali a« ottengonp facilmente co»j principi 
del Calcolo j Integrale . Vediamo un' applicazione 
della rettificazione dell' Ellisse con cercar breve^ 
' meate U superficie del cilindro obliquo • 




9 
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, Si j. Sfa la . figura jo. , e si prendano nelle jlue 
basi del cilindro gli archi eguali v4M ^TE ; sarà 
MS. lato del cilindro, e preso mH infinitesimo, 
\ "«ara MmeE V elemento nella superficie che si cer- 
j . ca . Sia £C perpendicolare sopra W prolungamen- 
I to di Mm y e sarà T elemento suddetto ^Mw.EC . 
I Ora Mm è un elemento del circolo , corrisponden- 
I te all'ordinata TM\ dunque dee trovarsi fC. Sia 
; MO pamllela ad ^l e dal punro E sì abbassi 
una perpendicolare sul piano della base infeHore, 
I che incontrerà neccssariapiente MÙ in qualche 
I punto . Sia questo il punto MD ; condotta la CD^ 
\ gli angoli .^D£ , CDE risultano retti , poiché i piani 
• MCD , CDE sono normali ; ed MC essendo per ipo- 
tesi normale a CE , dev' esaer normale a tut- 
te le rette che passano per il punto C, e .che 
giacciono sul piano CDE , onde ne segue che l'an- 
golo MCd sia retto anch' essa . Sia adesso KV 
= Jf , VM^y^ DE altezza del cilfndro = 4 , ed 
ME latori; sarà MD:^\/(jb^ — a^)=:c . Inoltre per le 
parallele Pi , MO , si ha MBT=:CMD , e perciò 
siccome MCZ?rpo.°, CDM:^MTz:pKM . Ma posto 

* "PM y 

il seno tutto =i , si ha sen. ^A:M=:"~" := ~ ; 



quindi nel triangolo rettangolo MCD si ha •• 

5en,AfCZ)Ci):iliZ7(0 :: sen. CDM ( —j : Afftr —;,.•. 

Dunque EC.y/iME^^MC^y. V^^!!!^- Ma per la 

rdy 
natura del circolo Mm^ /^z 2^ • Dunque MmeE 



5'^ y/il,»r?^cyy 

elemento , si descriva l'Ellisse ^Cb , «li cui il scmia^ 

•e maggiore ^Cr: »(P«g-' 50»' '°'°°''*^ ^^= T ' 
rp- V ^f ==^. e s^rà P«' '» natura dell'Ellisse — ... 

#»:-^::r'-:y';r* , onde i" = ^2 * ed ,.«.. 
r/srfjr-^^^n^lT-» ovvero *.iy«^~.... 

8i<J. Passiamo td investigare la superHcie ElUt- 



Si hzfyd.^fix-x/i'i'^^) ' Si riduca it» serie 
il radicale , e fetta l' integrazione si avrà ; 

817. Di qui' si raccoglie che («.7 27.). la super- 
ficié dell'Ellisse sta alla super fic.e del creolo de. 
scritto sull'asse maggiore, come bia , e vKevma 
come atb alla superficie del circolo descritto suU 

^lislT/or* La superficie di un'Ellisse èugualead 
un circolo, che abbia per diametro una media 
proporzionale fra i due assi conjugati . 
^■òmostrazione. Sieno »<« , e ib gì. assi Ell.tic, 
C il circolo descritto sull' asse maggiore »«. e 
CI a circolo descritto sull'asse miaore-»*; 8** 



^Ellisse data, e C" il circoloTiI 'di cui diame- 
tro è z:\)%a^%b . Si avràj.per ciò che si è detto di 
sopra, C:£::^:é , e ClEi'bla ; quindi la proporzio- 
ne composta CC : £^:^i;Ì4 , dalla quale risulta É 

8ip. La superficie di un'Ellisse è uguale ad uà 
triangolo, di cui l'altezza sia il semiasse maggiore, 
e la base siala circonferenza del cìrcolo formato 
sull'asse minore come diametro . 

Dimostrazione . Sia l'ELlisse ,ACB ( Fig-* 52.% ^^ 
l'asse minore , su di cui sia descritto il circolo 
CEDF . Suppongasi formato sopra detto circolo co- 
me base , un cono EGF retto , ed abbia una lun- 
ghezza CF eguale al semiasse OB . La superficie del 
cono starà alla superficie della sua base, come FG=:OB: 
QD . Ma la superficie delfEllisse sta alla superfi- 
cie del circolo iscritto come 0^:0Z> ( num. 817. ). 
Dunque la superficie del cono EGF è uguale alla 
superficie deirElIissev^C^. Ma la superficie del 
cono è uguale al triangolo , di cui V altezza 
sia GF y e la base sia la circonferenza ECFD. Dun- 
que &c. 

820. Se l'Ellisse faccia una rivoluzione in- 
torno ad uno de' suoi assi, genera un solido, 
che dicesi Sferoide, Ellissoide, e Conoide Ellit- 
tica • 

821. Le sezioni che si possono fare in ,questo*'so- 
lido , non danno altre curve , che il circolo , se 
la sezione sia perpendicolare all' asse maggiore , 
eTEIlisse, se il piano sejgante sia obliquo all'asse 
suddetto . 

Cerchiamone la superficie 9 e la solidità . 

822. 
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82 2. Per ottenere la superficie» faccio le debi- 

c r 
te sostituzioni sella forinola ~ l y\l {à^^ -\-iy^) 

(if. 53 ).)> ^ trovo per P espressione richiesta.......... 

ber x" 

Si;. Per rapporto alla solidità si ha ....«• • 

^ r € b' / e b^ 

':;'JfdxzzJ. ^J(iax^x')dx:=:'^ . ^ x^ 

I 

(4— "7" ^ • Si faccia x =: »« , e si avrà V Ellis- 

€ b* 4a^ e ** »^* 

•oide intera r: — . -5 . ^z: — . T • • 

ir a' 3 r a* 3 

824. Di qui si raccoglie , che TEIlissoide sta al* 
la sfera , che abbia per asse l'asse maggiore dcir 
Ellisse genitrice, come é*:a* . Questo vale tanto 
per l'Ellissoide allungata, cioè per quella , che è 
generata dalla rotazione delPEIIisse intorno alias- 
se maggiore , quanto per TEIlissoide accorciata , cioè 
per quella, che è generata dalla rotazione dell' 
Ellisse intorno all'asse minore . 

Difatto per aver la solidità di questa » non si 

richiede altro che sostituir liquazione y^zz rr*««» 

b' 

(2bx^^x^) air equazione y=:-2 (a^jr— jr*) , e con 

CIÒ si ha la solidità dell' Ellissoide accorciata 

Tz ^ TI "1 > formola , che è della forma stessa 
r b 3 

che quella trovata per T Ellissoide accorciata. Di 

qui 



qal poi si Vede, che P Ellissoide -accorciata sfa 
-alla sfera isfcmta, come a^ìb^ ,'e che T Elissoi. 
.-'de allurigatà' sta àìla sfera circoscritta cerne A*:;*?* 
825 Tcor. Qualunque Ellissoide .allungata , • 
'accorciata è uguale a due terzi' del cilindro cir- 
coscritto é ♦ ^ 

Dinìosiraztpne .' Sì concepisca la sfera //^2SJ5 
(Fig,*5 j) circoscritta alla skrsL LtET^ , e sieno i 
due cilindri €SMTD , ulkz \ il primo de quali sia 
circoscritto alla sfera, e T altro alla sferoide . Di- 
casi S la solidità della sfera, C la solidità del ci- 
lindro ade^sa circoscritto f £ la solidità deirEllis- 
soide , e si avranno le due proporzronr S.Cr.zii 
(Geom.); £:5::A*:4* .riponga nellar seconda il va- . 

2 b\ 
\ot di S preso dalla prima e st avrà £ - T • ^ ^\ 

Dico adesso che il Cilindro circoscritto alP El- 
b^ 

lissoide è :=; ^ • C. Per privarlo: sia C la sua 

^solidità , e si avrà C':C::/k^57^ , cioè::6^a^ , e 

b^ 2 

* per ionseguenzaC ^"^CiDunquefi :=: C, cioè 

l'Ellissoide IVt^E è uguale a due terzi &c. Per 
V rapporto air^Ellissoide accorciata , basta supporre 
che lì cilindro circoscritto insista sopra il circo- 
lo , che ha per dìàtiictro 1* asse maggiore > e .c;he 
la sfera ad essa iscritta abbia, parimente circoscrìt- 
to un cilindro , e $\ proverà col raziocinio ado- 
perato di sopra, che è anch' essa eguale a due ter- 
zi del cilindro circoscritto; ' 

825. Di qui ne segue che rEllisspide^ia dop- 
pia del cono che ha la medesima base del cilin* 

Kk - dro 



évo circoscritto » e T altezza doppia: > ' , .-^ 

827* TeoK La £Uissoi4e alluog^a stì alla EU 
lissoide accorciata come V aste coniugato all'aaie 
trasverso» ." • . 

Dimostrazione / Detta S la sfera circoscritta al- 
la Ellissoide allungata ,« che chiamerò £ t e. detta 
5*la sfera iscritta alla Ellissoide accorciata,» cbe di- 
rò £' , si ha S\E'XA^ib^ j £'tó'n«*.;^?; ^i pongano 
per S S^ i loro .^valori t e si^ avra»...»«««ftM.M*..M«» 
f • a • 

T i 

e % 

e . 2. 

Dalla pripa E =: y 7^^' » « dalla seconda... 

J^r:-^ tr^^fi; quindi £t£l::^^'u^^;:^:ji 

828 r^ar. L'Ellissoide allungata , ed accorciata ; 
purché prodotte ambedue dalla medesima Elisse » 
sono medie proporzionali fra la sfera circoscritta » 
e la sfera iscritta . 

Dimostrazione* [L^asse della sfera circoscritta 
è l*asse maggiore dell' Ellissoide , e quello della 
sfera iscritta è V asse minore della medesima .Ciò 
posto, dalle proporaìonì S:£::a':i>^ j £*:S'::4*:i* sì 
deduce 5i£:!£':5' • Rimane da provarsi , che stia 
Si EiE^i • Osservo a quest' effetto , che si ha per il 
- Teor. antec.£:£'^;^:^^; ma S^iEv.b^txa^ i dunque 
S^iEiE^ ^ e per conseguenza S^iExE^iS. 

Sip Teor.^t si' prendanp due medie gteome- 

triche ira V asse coniugato , e V asse trasverso 

dell'Ellisse 9 I4 prima è il diametro di una sfe- 

■ *^* ' ,• r» 



n eguale airEIIfssoide allaogau, e la seconda i 
diametro di uiu sfera eguale air Ellissoide accor* 
ciata. 

Dimostrazione • Si concepiscano quattro sfere 
V»«S*',-S'l' le quali abbiano per diametro una del- 
le quactro proporzionali suddette» cominciando dair 
asse trasverso • Siccome i diametri sono in prò- 
^rzione^ debboo* esser in propor2Ì9ne anche le sfe- 
re corrispondenti • Ora la sfera iscritta], la~ sferoide 
allungata, ta sferoide accorciata, e ia sfera circo- 
scritta sono anch* esse in proporzigne ( n. 828.) 
Dunque le due medie della prima proporzione 
continua, cioè le due sfere medie propbrziodali 
^i,4S**, debbon esser eguali respetti vamente alle 
due medie proporzionali della seconda proporzio- 
ne , e |)erciò 8ic. 8cc. 

ARTICOLO IV. 

. Dell' Iperbola . 
830. inequazione dell' Iperboia è(»*7i8.) 



seìiK 



y^^ X (e sett.Px^sen.(P+2^iSo.'')x^)^^. 

cos^rr V 

a 

Da questa si raccoglie i^. Che essendo •.••..*..• 
y ^=t±:v/^, U curva Iperbolica dee aver due rac 
mi perfettamente uguali , uno positivo j e Paltro 
negativo ; 2.** Che ella non è rientrante , ma si 
dilata air infinito , perchè quanto più crescer, 
tanto piti cresce y; 3^ Che P Iperbola passa per 
1* origine dell* ascisse , perchè facto a: n^o , si ha 
JrrOf 4*** Che all'ascisse oegative mipori- di^... 

£]c 2 sen. 



e sen.T 
sen.ir+ifi9o.O) "«'» corrwpoDde-^lcun rimo 
reale di curva ; e che vi. comincia a corrispondere 
un* incera Iperbola eguale alla prima, tosto che 

X divieno ,,„,^p^^_,8,,.0) .Per vederlo si ri- 
duca Tequazione generale alfa forma •* ••• 



tos.* -P 

2 



/ csen.Px \ 



C pongasi f l ^=2^ , ond^ elU divenga 

seniSs^n.i'P'i'^z-- 1 80.) 

y = ^^^2 I }i (lax-j-x^) . Adesso è 

a 
chiaro che se x sia negativa è <a<i, — a<ijr-|-Jf' ri- 
sulta una quantità negativa , per cui proviene jr 
immaginaria ;^a se 3: divenga 224» si hajfxOi il 

e yen. P 
che dimostra che" ^^_^^_^g^,-=:2.,è un' as- 

se Iperbòlico j e divenendo ^>2tf, — tax-^x* rie- 
sce positiva , ed y per conseguenza reale . Que- 
sta seconda equazione appartiene alPIperbola for- 
mata «el cono opposto al vertice di quello, che 
si è considerato , e si vede nella Fig.^ 30. 

831 Che questa seconda Iperbola sia la mede- 
linoa che quella formata nel primo cono, si pdò 
dimostrar facilmente . Siai-órir-^24 — c\ si avrà, 

e per- 
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I ■■ . ■■ ■ imi ■■— 

t perciò y'= ^^^2 i p (tac-^t^) .... 

2 

equazione indentica a quella che si '-trovò per 
ripcrbola del primo cono 5.°.Si raccoglie finalmente 
dalla suddetta equazione, che quando Tascissa ne- 
gativa — xè=:ay cioè uguale alla metà dell'asse... 
e. sen.P 

dell ordinata , sì dee avere ,.•• 

sen.àjen. (P-i-Mr- lio.*") 

b' s-— I 4* , fr per coDse- 

coS.'— V 

2 

5ffll.^f ».(T+^— 1 8o.) 

— i ...É — , *t 

guenza i s?— • _ fdovc il se^ 

. €0S. *T P 4* ^^ 

2 "^ 

gno negativo si dee trascurare , perchè vi è sta- 
to introdotto per difètto dell* equazione, di cui ci 
siamo serviti , la quale non può dare il valor di 
b che immaginario, e perchè d'altronde si vede 
che anzi deve aversi necessariamente ••••• • 

I positivo . 

'•2 

Con questo l'equazione ded* Iperbola vien ridoe* 

taad j|f^ =7- (2/er-|-Jr*) , dove 24 , e 23 sono i 

due assi ,' che determineremo fra poco , nella di 
cui interzlone è posto il centro deli* Iperbola • 



832. Se i due assi divengano cgutlM'equa- 
zionc diviene y^:ztax-]^x^ , e Tlperbola si di- 
ce equilatera • E' questa la curva , che vien de- 
scrìtta dai proiettili in virtii della triplice forza, 
di proiezione , dì gravità , e del moto della 

Terra . 

833. Per mezzo dell'equazione deiriperbola co- 
si ridottai , si possono scoprire adesso varie sue 
proprietà. - \ ^ * 

Dalla medesima si ha primieramente 

y^2rtJr+:r'::i^•tf^ il che significa : Che i quadra- 
ti dell'ordinate Iperboliche stanno ai rettangoli 
deirascisie corrispondenti, come il quadrato dell'asse 
minore CD al quadrato dell' asse maggiore ^B. 
Per esempio nella ( Pig/ 54) si ha TM'-.T/tX'PSi: : 

834. Ora siccome questo rapporto sussiste |e- 
neralmente in qualunque punto della curva , si 
potrà hrtiax-^pc'iy^iizaipj essendo^ una costan- 
te da determinarsi ; quindi si avrà jf'sl^'— •••*•••• 

P 

— (a4X+x'),nuova forma deir equazione Iperbolica . 

^* p 

83 j* Di qui ne segue, che si abbia ^•..• 

b^ 2b' 4fe* 
= T > e perciò p^j ir , valeva dire latzbp* 

La costante^ dev' esser dunque una terza propor- 
zionale dopo Tasse maggiore , e T asse jninorc # 
come nelP Ellisse ( rapporto, che divienij'eguaglian- 
za ,^qualpra Plperbola sia equilatera) -» ed è Chia- 
ro /che data essendo Tlpcrbola,. dcv* esser dat» 
anche ^ 

Sup- 



SuppofYiffnfO pertanto , come facemmo neir 
EIHsse , che"si?i p liir^ doppfi ordinata- Iperbotì-' 

\ - I P . / 
ca., e si a»rà — p*=: ~(i<Mr4-^*);cioè ^= ...,• .• 

X- • . . "* , ^ ^ ^ 

•^(2^* -f"'*'*)*'^^ qucst' equazione si può derivar fa- 
cilmente il valore delP asciwa .r , a cui dcTccor- 

rìapoodcre l' ordinata —p. Sia» pertanto x=:c , 00- 

• " ■ ^2. • ie^ 

desi abbia p^^X^c-{*c^)ì^ sa^* /^-^^+""^> 

cioè.^>4r I o sia. maggiore del quadruplo della 

sua ascissa e. , .. v . . * 

835. Ripigliando adesso Y equazione p^ -• 

% ' ap ' ap 

'riiac4-c^)si ha— =:i4f+c* : ma ~:=i . P (fl-^ì $•>;. 

dunque fr* =2 lAC-^e^z^ C^^+O r , 'd!al cfie si racco*» 
glie , che il semiasse minore dev'esser medici- 
propoTi^ionale fra (e ascisse prodotte daH^brdinata 

—p : nuova proprietà della suddetta €Qstaote> 

837. Se dunque sta dato Tasse maggiore df un 
Tpcrboia- e la cosiante- />• , si attiene iaèiiiqente 
Tasse minóre. Ma volendolo immediatamente 9 fac- 
ciasi centro in /^ , e con un ngs^ pf y? 4h\^c si 
descriva un'arco indefinito : e&so taglierà in due 
punti T indefinita CD, e determinerà ?asse richie- 
sto . -hifaui si ha FD'=:1>^^^/4F* tìoé b^'zdc-^c* 
come sopra. 

838. Volendo sostituire nelIVquazfoioe delTIper» 
boia trovata {he Syi-O , lae +^ Fnvcce df b^j si . 

-' • Xk 4 avrebi» 



avrebbe «otto la forma |egqcntc^*!= .-— ^ — ; >f 

(24jr+^*); e scie ascisse vogliansi computar dal 
tcDtro , si avrà pei* un*oVtìinata qualunque tMzzy 
(Fig.* 54.) tP^x , JJPsJT+tf , ed ^t^s:^ — a ; perciò^ 

5f*;=: — (r*— <i') • VcAiaaio adesso al^uente 

Sjp. Teor. Essendo oip^Bq=:c (Fig.*54.) » ^^ ^^' 
punti f , y sì conducano due rette ftj^ , ^ ad^ un 
punto ^ qualunque del perimetro Iperbolico , sarà 
scmprc^7ii{-r/r3y;=,>tó . . 

Dimostrazione . Si abbassi dal punto ^ un^ ordi- 
nata sul prolunpamento delPAsse t/^J3 > chesi:i7y{ff; 
Si avrà 2V[p*=?{f*-f-^f* ; m^pesa-^c — x; dunque, 

posto tf-f tói, si ba '^p^=y^-\-d^ — arf:r+Ar* r= "T 

(at'— ^')-frf'*— arfjr-f-:r* : e restituito a rf* ilsòo 
valore tf?-4^i*,chc si ricava dalPequaiione y^iac^c^ 
cpn aggiungere a^ ad ambi i n^embri , si ottiene 

Tip' = "^i +a'+b'^2dx-^x'^-^- X 

«— ai/jT ^ n*, e rimesso per i^-f^J* il suo valóre 

it^sj; f ^.^-rarf^tf-j-tf* ; si estragga la radice, e ne 
proverrà ?(ptì: -*- — 4. Con un simil calcolo si 

trov3ij7y(p:>^-|-4, e perciò si lia 5K-~^^ 

=:. a4come &c. . ^ . . : / 

: S^o. Di gui si deduce una f4Qil> maniera 4t d^. 
..' • 6cri- 



z ■ 



■ scriver meccanicamente ijn'IperboU . Si fissi ^l' 
e<?tremo Y di una riga i?Y(Fig.* 550"" ^'^ > ^^^ sia 
minore ddfa riga di una quantità = 2 a . V altro 
estremo del filosi fissi nef punto p , e la riga nel- 
punto Sin modo , che possa rotarvi intórno libera- 
mente . Ciò fatto 5 si applichi il filo alla riga me- 
diante uno stilo , e si faccia rotare intorno d 
punto B ; la traccia segnata dallo stilo sarà l' Iper- 
f boia. 

t 841. Teor. Se dividasi per metà colla retta MJ^T 

I ^ r angolo formato dalle rette ^, p}^ (Pig^* 54.) sa- 

r rà essa tangente dell' Iperbola nel punto 1^. 

[. Difnostrazìme : A^^endo deìscritto col raggio TN^p^ 

■ e col centro p Tarco pi ^ si conducano da un altro 

punto qualunque T della. retta MT le rette Tp , Ti ^ 
Tqy t si avrà Tq^^TpzTq—TI\ ma Tq^^Tì non 
i può esserer^i, come richiede la natura deiriper* 

' boia, perchè converrebbe che fosse TqizTl-^ql 9 

, che è assordo ; dunque il punto T non è nel peri« 

f metro Iperbolico . Dunque &c, 

f . 84V. Volendo condurre una tangente alP Iperbo- 

la da un punto dato fuori di essa, ecco l'aperazio- 
jie,che fa d'uopo seguire'. Fatto centro nel puuto 
dato , con tm raggio eguale alla sua distanza d^ quel- 
lo del punti p, q , che è più vicino, si descrìva un 
l arco indefinito , e fatto centro il medesimo dei 

f; punti suddetti , con un raggio eguale all' asse mag- 

;' giorc, si descriva un altr' arco indefinito. Perl'in-^ 

tersezione dì questi due archi , e per quello dei 
punti p j q 9 che appartiene all'Ipcrbola op«» 
- postasi produca una retta, finché incontri l'Iper- 

; boia . Per questo , e per il punto dato si faccia pas- 

sare una retta, e sarà essa la tangente richiesta. 
S43« Tc^r. Gli cogoli formati dajle rette ^^p^Hcol 

peri- 

ì 
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perimetro Iperbolico , sono io qualunque punto fra 
loro eguali • 

Dimostrazione. Si è veduto che la MT tangen- 
te al punto 7^ divide T angolo qT^ in due parti 
eguali ; dunque si ha ql^Ms: M^h^p. 

844» In virtù di questa proprietà se abbiasi 
una superficie Iperbolica , qua! è quella , che vien 
generata dalla rotazione della semiperbola AM io« 
torno al prolungame/ito dell'asse maggiore nAL^ 
tutti ^i raggi luminosi i come puro tutti i raggi 
sonori^ che entrino .nella cavità Iperbolica, con 
una tal convergenza, che tendano al punto ^ » 
debbon tutti riunirsi nel punto ^ ;e lo stesso var- 
ie per rapporto alT Iperboia opposta • 

83$. Anche P Iperboia dunque ha un fuoco: esso 
è determinato dalla doppia ordinata p , terza prò- 
porzionale dopo T asse maggiore,. e Passe minore, 
che dicesi Taratnetro ; ed inoltre è determinato 
dalla proporzione che sussiste fra le due distanze, 
che pasiano fra il fuoco e i due Vertici delle Iper* 
bole^ed ii semiasse minore , che forma il termine 
jjiedio (n. 8} 5.) 

S^^ó. Cerchiamo Tequazione deir Iperboia rappor-* 
tata al secondo asse • Dal punto G si abbassi un' 
ordinata GK( Fig*. $6) sul semiasse FG; Ne ri- 
aulta HGzJCFy ed KG=JPH ; dunqut nelPequazio* 

Dey=-^(;r*-tf^) («•848) basta porre Jrper^,edj^ 
per ATi e con ciò si avrà :r*=~(y*— •<!*) , o sia^*^: 
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yi^^^i^) > che è r equazione richiesta . 

' 847». 04 questa si vede 9 che. ne deriva la -pro* 

por- 



potàìooeyz^x^-^i^iti^lh^ raJe» dfre ! Che il qua- 
drato di un^ordinata al second^assc delPIperboU ^U 
alla somma dei quadraci delPiiscis9à , e del semias- 
se minore, come il qpnadrato dell'asse maggiore 9 
sta al quadrato dell'asse minose . ' - 

848. Volendo coàiputar rorigioe del l'ascisse dal 
a* • ^ 

vertìccsi avrebbe j*— 77 (zbM-^x^) • 

i^p. Prinia di passar(^ a rapportar Tlperbolaai 
suoi diamétri,vediarno comesi possanp determinarli, 
sue funzioni principali • 

Sia Tequaziane jy*=.^ (zax-j^x^) ^ e differca* 

dy i^ dx ' ' 
ziandosi ^^'*>J^^^^(^+^ j e perciò j~ r ,. 

a^ y^, 2aX'\'Pc^ 

quale derivala proporzione a+ir:a4-f-je::;r: sottab- 
gente:va]e a dire FUi^HuBHtOH . 
La tangente «i trova ....;..*.•.,..„•.......#•• :...,• 

- \^i^za.+x^)+[-^ 

V . ydy b* . 

già si è veduta qui sopra essere -J-^ tz-^ C^^^ ) i 
dunque si ha la normale •••.••••••••••^•••i ••••• 

Volendoci prevalere di uft'aìfra equazione , 16 
formole delle suddette funzioni sì trovcrcbbera 
con egual faciliti. |Ì 



/ 
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.Si debbe: riferire ^etfso Plpèrbola fid un suo dia- 
ni^tro. 

. 850. Diametro deiJ* Ipcrhola è una retta r. che 
p^isaper il suo > centro ^ ed Jnconcra il perimetro 
dell' iperbole opposte , come la rètta 6E (Fig*5tf. )• 
Uq' diametro può esser poi coniugato 9 ed è tale» 
quando è parallelo alla tangente condotta per ii 
vertice di un'altro -diametro . Tal' è per esempio 
Af^, supposto che sia parallela alla tangente !^0' 

*^5il Tfor. Qualunque diametro Iperbolico vien 
diviso in diié parti eguali nel centro . 

Dimostrazione . Dagli estremi £ > 6 del diametro 
•E(Fig.* cit. ) SI abbassino due ordinate sull'as* 
se maggiore , che *ieno iff/,C?H;'sarà ^F— i?/*-f-^i'^ 
ed fG'z:; GH*-f FH': Ma per 1' omologa simetria 
dei fami Iperbolici, opposti v4EKfi BGL dev'esse- 
re El^ OH , e perciò FI^ FU: dunque &o; 

852. Teor. Se dagli estremi ^,C? di due diame- 
tri coniugati (Pigi* $6.) si abbassino due ordinate 
GUt ^ sull'asse principale , risulta sempre i( 
quadrato del fa parte del suddetto asse, compresa 
frji il centro, ed ana.ditali ordinate, per esem- 
pio F/^^ , uguale al rettangolo delle ascisse AUfiH 
corrispondenti' air altra ordinata • 

Bìmostrazione . Sia F!{z: u ; sarà per la natura 
dell' Iperboia riferita al second' asse ^!^*:/^F*+F/(':; 
pD^^FBf Ma si ha GH^i^H.BìliiFJ^^PB^ . Dunque 
^f^^•c^F*-f.FI^^:CH^vd?H.5H , ed alternando ^*: 
GH^:;,/^F^ j^l^^i/^H.BlJ. Ora per ì triangoli cimili 
Ó'GH^^ si ha ^*:gH'::FV:0'H*. Dunque-,..— 

^^f»^Fi^^/^H.fiH::FI(^0'H^cioè4*+«^•;r'— «*::tf^ 



(~). 



e dì <jul «*=: *'— «' , vale a dire 



«l*=:/^H.ZfH. 8jj. 



fi5 
Rjj. Danqtfé, essendo ^^ ufrTperboIa coniu- 
gata > di cui l'asse m;}g^io-rè sia per consegueniffs 
CD ,' é il minore BA , siccome si ha in questo casi 
a»:6*::Fw4'4.Fi^*:^» , oisemodo^chè F/f*4-F/^» 

' b*x* ■ ' ■■■ 
è sa»-f«»=*» , sì raccoglie ^V ^'-^.'Ciò po,- 

»tq» «i ha FGt^sJ'H'^-G^^sarW* -f^ "^(«..838), 

b^x" '■ 

come pure T^=:T^*-\^^X=^'**-\' — r= V — «' 

h*X* ; 

4-~T"' Dunque FG*-^^±a*—.è*, il che ci soiij- 

ministra il Teorema seguente : Che nell'Iperbola, 
la differenza de'diametrì coniugati è costante , ed 
eguale alla differenza dèi quadrati der due assi . 

8J4. Teor. Se dall'estremo G (Fig.» 55.) di iin 

diametro Iperbolico si abbassi una perpendicoUire 

CO sul diametro coniugato^M,risultaGO:/''/):;F^:fAf. 

Dimostrazione. Si^ha Wf *^-FG*=:i^*— ■4*(«.<ia/0> n»a 

- b*x* 

, FG'=x'^b'-\- -^.i dunque FAi*s ..... 

b'x'-{-a*x'^a* 

T' ". Dal centro F si abbassi una perpen- 
dicolare F/. sulla tangente . I triangoli sipiili Flu 
. CV'H danno Fi ò GOiFuuGH ò KF t VG i quindi 
GO,VG=Fu.KF ', Ma Fu.KF=FD%coms si deduce dal- 
la sottangente presa sdì* asse minore . Dunque 

ib''x''^a'>b'-}-a'b'x''^ 
GO.PG=Fd', e perciò re» ; ;*: 

d-fi» 
tD* (A*):: FD* (*•) : GQ' = ^^^a^^^.^^,^, , e per- 
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ciò, GO\FM^^*b*sFB^^fD\ onde ty ht final- 

mente GO.FD::FbFM . . . 

. 8{5» Teor. Il parali cla^anitno formato da due 
diametri conjqgati deiriperbol^ è uguale a( ret- 
tangolo' dei due assi . "^ ' . 

Dimostrazioni . Difatto GO.FM=zfD.FR . 

%^6.Teof. Ilquadrato, di unWdinata qualunqifeà 
un diametro Iperbolico, sta ai r^angolo delle sue 
ascisse 9. come il quadrato del semidiametro^ eon- 
jtigato, sta al quadrato del semidiametro, a cuiappar. 
tiene l'ordinata . , 

Dinrjstrazìone . Sia( Fig.* jtf. ) LT un'ordinata al 
diametrp GÈ ..Dal punto £ si conduca spirasse l'or- 
dinata Lf^, e dal punto r la ta perpendicolare all' 
ordinata suddetta , £ome pure la TZ perpendicolare 
all'asse. Si àccia Ta^p ^PZxq , FGzb , « sarà 

^fc/>^— tf-f-?> ed .//rs:/>4-^4"? • l^^sto questo, si 
ha dai triangoli simili /?C?H, FTZ ^ PH {x]}FG(b)xi 

bq bq ,bq,^ 

fZ{qyFT=:— . Dunque CTs — — ^ , e T£J5jj^-f 

b; perciò si ha cr.rs =-^>-*« . Quindi/H(jr): 

qy 

HG (^yy.iFz (q):Tz o aF=— . Parimente dalla so- 
miglianza dei triangoli O^HG . Tla , si deduce 

(x'^-a') pxy 

O'H ^ : GH/jF)::r4^):tfrr JJ7372!' Dun- 

p^x^y^ 2pqxY 
+■"3" . Mi M ha ./^H BH (:e»— «») : ^r. . BF.... 



(p*'^*-\-tpq-\-f)i'.HGKy*yiLP* . Dunque si para- 
goni il Valore di L^', jpreso da questa firopotziotus 
col valore trovato di sopra , e si avrà ('equazione 
2pqy*l^py^-^y-\.qy p'x^* tpqxf qy 

dalla quale si ricava p* =a «*•— ^* -|- q* -—. — 7" 

Dopo di'iquesto si ha l'analogia , che segue 
xb*q' \ . 

^W * - 

^ ""7^) •' ^V (^^ — ^*) come si può verificar h<;iU 

.meate colla mol tipi icazioDe • 

Pinalmente npi triangoli simili* 77:^» . ^^^ si 
ha ra^:FI{'::LT^:P^, e di qui. GT.TE:FG^;:L7^t 
F^o sia P^iGT.TEv.F^'.FG^ . 

}$'57, Ecco pertanto , che i quadrati dell'ordina- 
te di un diametro Iperbolico stanno ai rettangoli 
delf' ascisse corrispondenti , come il quadrato del 
diametro coniugato sta al quadrato del diametro pro- 
posto. Dicasi dunque zm il diametro coniugato M,^ 
2n il diametro EG; xh GT > ed jr la ir , e si avrà 

y^ rr — (a«^-[-^*) per Tcquazione richiesta , la qua- 

]e,c«me, si vcde,non differisce dalla forma deirequa- 
zioiii trovate per rapporto agli assi • 

8jS. Teor. Se s'inalzi (Fig.*57.) al contatto© dì 
una tangente Iperbolica Oi\ una perpendicolare O/', 
che incontri l'asse maggiore nel punto Z' , e se dal 
centro C, si abbassi una perpendicolare CS sulla 
medesima ungente , risulta OVXS zzb^ . 

Di' 



DìmastTMu^t . Sh (rh( un'ordiuata all'asse mag- 
giore ; I u-iangoH sfmil i i^O?{ , CST danno 02^:0^':: 
CSiCTi dunque OF.CS =: (n(.CT ; Ma O^.CT^ b\ 
« per vederlo basta prender la sottangente del sc- 
cond'asse , e dedurne cr; dunque &C: 

85 j. Teor. Se al vertice ui di unMpcrboU 
Cf^Jg'* 570 sMnalzi una perpendicolare yiù , eguale 
aL parametro , e sé dal centro C si condùca una 
rcttaindefinita CZ>f , laquale si chianw Direttrice 
dèll'Ipcrbola, \o dico che prolungando un'^ordinata 
.qualunque G2{ fineh^^ incontri in E la CDf , dee^ri- 
«ultar sempre E7{^.'h{4 — 5^(Ó* • 
. Dimostrazione • E7^^:C]^.'f::E7<(^:C^::D^:C^ ; 
Ma D^xCAv.Cì^lfzCTS^.^', Dunque E'^X ^K^ 
C3^>:./f?{::G7S(^•c7S(.^/7^,valc adire Zh^^.A^^GJi^-. 

85o, TVor. Se* ài due vertici w^, 4(Fìg/ prec.^delle 
due iperbole opposte s'inalzino due perpendico- 
lari , e queste si prolunghino finché giungalo ad 
incontrare una tangente qualunque O^^ > risulta 
sempre ^4B^.ar=:bJ^ 

Dimostrazione .,D2\bL,iotmoh della sottangente 
si ha CHxC^iCXl dividendo sì deduce A'HiC^ii 
/^SÌ1<^^, componendo \yl'ì^-}^43i^^)'.CJ^C^ 
i^X^y.i^^C^, ed invertendo SaiC,2h:^}i:^^> 
ràa per le parallele si ha .^^^7y(:::>4i^;?<0 , e 
CSl}(la::CT:ar; dunque ,A[{:7^0:iCT:ar ; dunque 
^V.=:2\{aCT; Ora i triangoli simili F07i, SCt 
à^nno OP:QTs[jiCT:CS ^ e perciò 'HO»CT::^OF.C€. Ma 
OF.CS=:b^ per ilTèor. 858.; dunque si ha final- 
mente ^f{.ar:^b^ 

S6i. Teor. Se dai fuochi di unMperboIa si. ti- 
rino due perpendicolari PHyuh sopra di una tangente^ 
qualunque, il loro prodotto è sempre x^/ i 

Dimostrazione . Essendo str.AUpBC^s^^/iu.ua ..•«. 



(». Sjtf.) ne fìsafta raiwfogla 4r* : i/tuiiuai/É^^ ; dun- 
que i cmBgoli /f/^«, ^r» sono simili ; per con^' 
scguenza T angolo B^ua è uguale all'angolo «r^ ,* 
e gli angoli r/#4 , Riéit presi insieme fanno un 
retto , e però l' angolo B^ur è" retto . Quindi il 
triangolo fuh è simile ai. triangolo B^ur ; e per 
la stessa ragione il triangolo BJ r è simile ai 
triangolo iif'Hl Ma per cagione de' triangoli" si/ 
fniti f^^u^ rau sì ba «r:«i^:: 4r:^«=:^^; Dunque i 
triangoli r/ii^, r^^^òno simili: ma sono tali an-; 

. die i triangoli H-yiFj raV ^ paróle aT.v4\=:aP\uiy^ 
dunque B^^'^^V y ruB^ sono simili anch'essi» ovve- 
ro sono simili anche i triangoli B^iV y ruh . Pi 
più essendo simili i triangoli B^sAF ^ raV s\\\si 
VI{:f^r% AB^xaV^^ u^ ; quindi 1 triangoli u^f{y r^i? 

, sono pur simili; Illa Uo^F{ ed «4r; sono ' pari niente 
simili , dunque son tali ancora , r<x« , ed rri^, ov- 
véro FB^H . Si hanno pertanto quattrq triangoli 
simili I{^y , ed ruh j rau ed fI{H, ì primis de^ 
quali danno I{F:ru ii4B^:ub , e gli altri due* danno 
BJ^ fruii FHirai dunque si raccoglie finalmente /^^: , 
nhiiP'Kiraj e perciò ^B^.ar^uh.VH^BC.^ 

^6i. ^ Tornando adesso alla formola^della spt- 

tangente, si trova la ^^ Fig,* j 7) =——--.... 
-— ;r=~7j" . In questa sì ponga jr:s 00 , e si avrà 

~TZ^^ > il cbc mostra , che qualora V Iperbola* 

poss' avere un asintoto , esso dee passare per il 
centro . Per detenninare qual debba esser la ret- 
ta di elevazione ^AB^^ affinchè la tangente poss^ 
LI di^ 
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divenire asintoto s'istituisca la propor«iaflc 
^7:^^'^^0:A^^J che traducendola divieae , 



In qùcsu forinola si ponga >;=:op , e siccome 
ne proviene /fB^:^b j si può coocl^dere , che 
nperbola ha due asintoti, i quali si decernuina- 
uo con alzare al vertice due pcrpcndicoiari AD^ 
/jO^ eguali al senfjiasse minore A» j^crcbè le 'ret* 
te infinite co:?dotte per i punti CyJ); C, ./)' rf. 
multano asTfltoti Iperbolici. 

$6}. Molte $ono le proprietà , e queste assai 
utili , ed eleganti , che presenta T fperbòla riferi- 
ta ai suoi asintoti . Noi passiamo ad occupar- 



cene. 



854.Ttfe>r. Se conducasi una setta 7\f«( Fig.* s8.) 
perpendicolare air asse B,>^, che incontri gli asin- 
toti Iperbolici net punti M ^ Uf si ha sempre 
l/MMn-F'. b^ ^ 

dimostrazione ♦ Dall' equazione y'zz jl (at^-^*) 

l?^j^ b^ x^ fbx \ 

^-^-b^^v deduce i'^-^^^r:: \^*-y) 

(hx \ / 

— ~j-jr i. Ora dai triangoli simili ^CZ; , I7S["j 

nei quali Tangolo C^L^ è uguale air'angoio TSfLP, 
au, jmotivo dil triangolo isoscele %4^L > si ha 

bx bx 

l^'XC;:LT:^(P , cioè ^nbiix.-^ * Dunque H^^:^ 

- "^ ed 



I 



> 



ed NMzz —^j } Perciò Mn r= j+j ed NMx 



^ Mn re b^ . 

85j. r^^r. Se conducansi due rette qualunque 

3^»> V, perpendicolari all'asse , ed incontrino p[l 

- asintoti ntfi punti iV. u, F, f, le parti ^Af , m 

j di una desse sono reciprocamente proporzionali * 

alle parti f , 0/ dell' altra . 
^ Dimostrazione, Per il prec, si ha IfAi.Mn^^b^ 

] rO.Of=zb^;dmqvit&c. 

\ i66. Di qui si raccoglie che le partì MA', OF 

^ vanno diminuendo successivamente senza limite | 

poiché senza limite vanno successivamente cre- 
scendo le doppie ordinate Mm ^OOy e si ha per* 
ciò una riprova che le rette LK > l^^ determi- 
nate come sopra al {n. t6z) sono veramente asin« 
totij cioè tangenti dell' Iperbola all'infinito . Inol- 
tre si ha una prova della divisibilità alPinfinico 
di qualunque grandezza. Infatti se trasportisi pa* 
rallellamente la retta }V3f verso A^, essa vien'ad 
esser successivamente diminuita » e non pertanto 
non cessa mai di esser estesa, perchè l'asintoto 
non incontra mai Tlperbola. 

%6y. Se da un punto M del perimetro Iper- 
bolico si conduca una retta Ma sul!' asintoto ££; 
parallela all' altr* asintoto, dico essere Ma.aL^ v^£^ 
Dimostrazione. Si conduca Afj^ parallela all'asin- 
toto ZK, onde sia Af;rrr tfi. Per 1 triangoli simi- 
li uiB^^B^.MNa si ha Ma . ^E.iMMJK * ^ ^^ » 
Ma {n.S64)M/ff:Cl^Mn, e per i triangoli s'mili 
/é^'E , Mxn , yi^^ ò CLiMnr,l(E • ò JEiMX , ò 
tfL; dunque MaiAEiaL , e ptrciò Ma.aLzz^E*^ 
Nel modo itcisio» conduceodo |ia' altr^à retta ^» 

LI» pa- 
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parallela all'asintoto LK , si avrebbe ^*i.^'«ir ^E^ , 

per conseguenza Ma.aLrz ^d.^u , o sia Ma : 2ld:i 
letali dunque le ordinate ad uno degli assintoci 
Iperbolici, parallele all' altro asintoto , sono reci- 
procamente proporzionali alle ascisse computate 
dal centro. 

8(58. Di qui si può dedurre l'equazione dell' 
Iperbola riferità agii asintoti . Dicasi Ma zzy , aL 

1 
:=: ;r , e sj ha immediatamente ^jr =:: u^E^ — T ^^ 

+ — A* •=: w* (dove m^ sì chiama (a Potenza dell' 
Iperbola.); e se pongasi l'origine in ^, ed LEz=: i, 

8Ì ha y rr — ; — ^ T^ . 

S6p. Se avendo prolungato l'asse minore C/) da 
ambe le parti , finché sia Lb r: Lb' rr C^ , con i 
fuochi è, 6', e coll'asse minore 5^ si descrivano 
due Iperbole FCu -, tDZ , le quali («.853.) sono con- . 
jugate alle prime due , è manifesto , che prolun- 
gando la retta Ma in e , debba risultare ac=:Ma ^ 
perchè anche nell'Iperbole coniugate si hzca.aL 
=:^E^=:Ma.al . ' 

870. Teor. Se* conducasi a traverso dell* Iper- 
bola una retta qualunque FG(Fig.* 59) , che incon- 
tri i due asintoti nei punti P , G le parti PH^ 
mG intercette fra V Iperbola e gli asintoti risul- 
tano sempre uguali- 

Dimostrazione . Per i punti Af , w, si condu- 
cano le rette Nn , 'Tp perpendicolari all'asse 
maggiore e si avrà Tt{xkp^ P^X^P=^ NMX^^\ 
dunque ìtinNM\Mi,pm \ ma essendo Nn ^ Vp fra 
: ' : loro 
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vloro paraUele , l triangoli mpc ^ OMn , come pure 

i triangoli FM7S( » FmV sono simili , onde ....... 

m'ViMN ixntF-iMFtàMn'^mpvMGimG quindi mFiiMFn 
MGitnG ed wF—iWf:MF;:MC-l-wG:wGi vale a di- 
re iw^f:AfF::wAf :wC^ e perciò MFzzmG. In virtù^ 
di questo. Tcor. si può descrivere un' Iperbola fra 
due asintoti dati, e che p^si.per.un dato punto, 

871* Teor. Una tangente Iperbolica, terminata 
dagli asintoti <ja ambe le parti, é divisa in mez* 
zo nel punta idei, contatto . 

Dimostrazione . Sia una seganjte FG , e supponga- 
si, che mediante un. moto, parallelo vada essa ta- 
gliando il perimetro detriperbola .in due pun^l 
aempre piii vicini; te parti comprese fra riper«- 
"bola , e gli asintoti sono sempre uguali per Tan- 
teced. qualunque sia la distanza dei punti i^, tv • 
Dunque «se una tal distanza vada diminuendo, fior 
che giunga al limite, il che avvicene .quando lij 
segante diviea tangente, avrà luogo, una. tal ver 
rità , è per con&eguetza la tasge^te sarà ;diyisa 
in due parti eguali nel punto, del contatto . .1 
:• 872. TJpor. Se da due punti My i^ del perirne^ 
,tro Iperbolico si conducano (Figr? jp..) due rette 
Ma , J^^ all'asintoto KY,.ffa loro parallele ^ o. due 
altre MG, i^T* pure fra loro parallele , all'asintoto 
IP*, sarà aM.MO-^B^.B^T. ,;>: i.v . ; . ,\ 

Dimostrazione m Avendo condotte perM, l^due 
seganti 7yf« , Pp normali all'asse , e terminate agli 
asintoti, si hanno i triangoli jN{^4 , TJ^S y come 
pure i triangoli. MnG , pI^T fra loro simili . e per- 
ciò si ha MN'Maul^ViP^S , ed Mn:MG::^p:l\T ^ t 
componendo MNXMn'Ma'kMG^B^T'^KÌp : l^S X ^T 
ma MNMn z= \FF^ ; dunque Ma.MG rr; ^5.1^7. 
' 873. Teorìa nello spazio asintotico C/iDEFditW 
. .' ^ Iper- 
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Ipcrbola ^C (Fig.* «b.) sì condwcano tinte rette CP, 
O 9 ì/ 9 v^' &c. ciascuni delle quafi sii parallela 
alPaltro asintoto, supposto, che tutte quelle , le 
quali cadono sopra' un^asintoto, per esempio F£, ste- 
iK) in proponsicne ariitnietica , le altre parallele 
Ce, M, ibc&c, risultano in proporzione armonica» 
cioè si htiCixhctiFhlm ; idig/bi^limn ^ t cosi inse- 
guito • 

D/iMf^Miairf. Essendo eguali i rettangoli CE^ 
i£, bE &€• (n.S6%,) debboo esser' eguali anche i 
Tettingoit CI ; te 9 im^hd &c. 

Quindi si ha t?/ : im :: i> : M . Ora la prima ra* 
^ione non è altro , che la ragione composta di 
pFtiif ed Ftilmj e la seconda equivale alla ra- 
gione di S • rè (per esser d€zz€b)ò sia di hm : il 
o fifia/mente alia ragion composta AibmiFCy e 
di CFU ; dunque si deve avere Fldmi:hm:FCt:Ce.hc^ 
é però CeJfc.J'Ltm o sia FEJmE..FLlm . Coa egual 
taziocinto si proverà lo stesso dell' altre parallele. 

874* Vediamo come sì ofrenga Tespressione del 
raggio di curvatura dell'Iperbola , e per trovarne 
^na formola , che rappresenti nel tempo stesso il 
raggio di curvatura delfaltre due sezioni coniche 
fiduciamole tutte ad ' un'equazione comune • 

^p . 

A quest'effetto » osservo , che posto — in luogo 

dì^ ,y sr^^tì:-'^ rappresenta realmente tutte. 

Je tre Coniche, purché per la Parabola sia Passe 
maggiore z:: oo . Dunque , siccome si ha la nor- 
male generalmente espressa per 7Ì\/dpc^ -f^^y • 

che 



che si pup fere =:» , «i avrà ti raggio rifljjic- 

'zipxrÈzp-^ « deduce )yfrf)r= J»rf«±r"']^c dif- 
^feraisiando dinuovo, mìP ipotesi di ix costante ', 

(fK» 

si ha »yrf>f ai^'a d=a/>— ^ , o «a J'rf'j'+^y**" 
= ifc-— — , e moltiplicando per jr*, e traspanen» 

Py' rfip*» 

*l^'M^^i -/' perchè j^7;;7......«. 

—:±s—j^ fatte leofierazMni Indicale «i Ju 

1 

y*i?ysi-^—f*àx^ , onde si deduce £iidmentt «»•*. 

Dirn^qae il raggio oscotatore delle festoni toni» 
che ? generalmente uguale al cubo della norma- 
le , di viss^ per il tjuadrato della metà del para- 
tnetro . ^ 

«75- JPcr rettìficir V ìpctbola ai b^fy/ii^^iy^)^ 
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\/jx{ I +T^y f^fniola da cui si ottiene 

r-lntegralc per sierici sviluppando il radicale cof- 
la formola^ del binomio. 

Sj6. La quadratura della superiicie Iperbolica 
non si può determinare , che per approssimasio» 

ne per mezzo della fotmoU jydx = / 7"rfjr \/ x^-^-b ^ 

da cui ^\ ottiene ^Integrale come sopra 

877. Volendo quadrare Io spazio asintotico, si 

ha / y^rr /jT^. rf^=^t/x(i— AT-fx*— ;r^+^^&c.) 

- 1 I II 

riif^'^x^ -X-"^ ^^— — jf^^^- — A'^— &c. espressione 
2 » 3 4 J 5 

di /og. (i+A) n^JJMpotcsì del modulo =1. Ecco 

pertanto' la ragione, per cui diconsi Iperbolici i loga- 

rimmi computati in quest^ Ipotesi. Dalla suddetta 

formola siYaccoglie anche' JI'seguente' 

878. TeoT. Se prendasi sopra l'asintoto ^A1 un nu- 
mero qualunque.di ascisse B^M^Efi^B^E &c. (fig.* (Sj.) 
die ^lèno'^ in progrcss^fòne geometrica,gIi spazj B^M^P^ 
BfilTP^l^Ej^V 8ct. &c. detìbono risultare in progres- , 
sione arimmetica , e perciò gli spazj r che corris- 
pondono alle differenze dell'ascisse, cioè B^M^T j 
MCm^, GEÙH &c. óchhQu esser fra loro eguali. 

?8p. Se prèndasi ;i;=oo , lo spazio asirjtotico ri- 
sulta manifestamente infinito. .Ma per vcidcrlo con 
•evidenza maggipre, dajl'equijzione A3F=iw*0i.8(f8.)si 
deduca il valor di^, e si avrà,camputando le ascisse 

1 
dal centro, e pp^{Oci»=i,,j^=:*^;si.$05tÌLttiscsu que- 
sto 



HO Valore nella fbmiola / ydx 9 e si avcà la su- 

perficic asintotida zijx'^dx^' 71"^ ^^^ • 

880. Ttor. SìzMBH un^lperbola fra gli asintoti 
CJ{, CY (Fig/ (5i.)Sc da due punti qualunque £, 
Af si conducano due rette L^ , MF sull'asintoto C2^ 
parallele all'ai tr'asintoto , e per il punto L si fac- 
cia passare una segante OL perpendicolare aiP asse, 
"si ha il trapezio C^O eguale al trapezio CBMT^ • 

Dimostrazione . Per il punto ^si conduca una ret- 
ta FX parallela ad OL ed un'ordinata ^,pa.rallela ali* • 
asintoto CY . Sarà il triangolo C^éCl^^SlO , e 
il triangolo CZV eguale al triangolo FmN . Or» 
siccome si ha (w.868.) CSLl{z:CFMZ , dee pur'essc- 
re C^IC-CFMZ , e perciò z^CVMTS[^ . 

881. Tfojv Se da due punti qualunque. «^ f^-^.si 
conducane, all'asintoto CT le ordinate ^I NV ^ pa- 
^rallele all'altr'asinroto C2\( come sopra» congiungendQ 
i punti /^j Tsf col censro C , Io spazio ^A^u^/risul- 
ta-scmpre uguale al trìlineo C^A 

Dimostrazione . Per la natura degli asintoti > si 
ha il. rettangolo rA'= al rettangolo C/^; perciò il 
triangolo C!N{^=: al triangolo CÀI; Tolgasi la par- 
te comune CuFj e si aggiunga u^BA i e si avrà 
J'HB^UCN.BA ? 

882. Se un Iperbola giri intorno all'asse princ!« 
. pale , vien generato un solido , detto^ Iperboloide 

o Conoid^ Iperbolica » Segando questo solido eoa 
un piano perpendicolare all'asse di rotazione» U 
sezione risulta un circolo. Se il piaoo segante sia 
inclinato al suddetto asse, la sezióne^ risulta uà 
Ellisse 9 una Parabola 9 ovvero un'Iperbola » seccn- 
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do, che i*angp!o cTincIinuione , sta maggiore, agua- 
le , ò minore detPangoIo , che formano gli asintoti 
coirasse priociiMite • 
98 j. Voientboe h^siiperficie » si prenda i*eqiiap 

y 

«ione^=:~ \/(*^— O f e suppongasi , che la rou- 

sione fiicciasl intorno all'asse MG. Posio ^i^-f^'x 
su' , si avrà Ja superficie descritta dall* arco Bit 

, %bcm,r f — 7 

p '*nr/ ^t^ — • e determin^u la costante 

^^ xl Ifi "^^^ 

^i tmva la medesima s-'-T-Y^t _-^i^r^ 

' — m* ^ 

'^«- V ^+4) ) • ;*^^^ ' ^""^^ " 

rapporto del diametro alla circonferenza circo- 
lare . 

SSf* Se npcrbofa si rivolgesse intorno alf'asse ts\ 
a 
iarebbe jri»fi»^"7"\/(i*-4-'*'*) > ^ la superficie descrit- 



iadalJ'aMofiÀf siottcrrebbes--^ V^, 4-—"^ *•**•* 

885. La' solidità della Conoide Iperbolica , geoe- 
rata dalla rotazione intorno all'asse maggiore > li 

^-7/ ^^"'7] 7 ^"* + *'^'^* '7 ' 7 '"" 

/e b' X 

(»rt*-fj»»)rf* = — . ;r(*t'+ T**), ( e soitì- 
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tutolo ^in vece di^)s:^. J^^-f^^'+^T-^'ìjfor*'^ 
mola y che fa vedére esser T Iperboloide ìoìSfiita 

:? •'T"^**^ t c che sta essa al cubo , fatto sull'asse 

infinito , come cpióat , e prossimamente , come pi%4^ 
88tf. TeoT. Sia Plperbola ^Ot> ( Figì^tfa ) delta 
«quale il parametro OP sia doppio delPasse tra- 
sverso OC, e col raggio C«si descriva il circolo 
BKNE^ nei qude si conduca T ordinata KOB. Sa« 
ra la Conoide Iperbolica generata, dalla rotaziont 
dellMperboIa AOD intorno alFasse OBy eguale al sem- 
mento sferico, generato dalla rotazione deirarco cif^' 
colare KBB intorno ai medesimo asse • 

Difhostrazhnt . Per un punto <;aa(nn^ue £ sia 
condotta Tordinata Z/H, e sì descriva il circolo 

I 
IFMG. Risulta CB<hz -- Bjì* \ e^rcìòBK^sBJ\ 

Dunque il circolo c^escritto col raggio ££ , o la sup 
|>erficie descritta dall'arco ^jK è uguale al circolo de» 
dritto da] raggio J?// • Nel mcdo stesso può dimo- 
atrarsi , che MIO , ovvero JÉ^i^Jl^ , cioè che il cir« 
colo , che ha per raggio IF , o che è lo stesso » la 
superficie sferica descritta dall'arco Tf , i uguale al 
circolo descritto dal raggio JL; e cosi in seguito* 
Tutte queste superficie circolari si suppongano di 
. Ito* alteaza iofioitesima » e si concluderà &c« 

I 

$87» Tior. Siz CXs ~ CO, e Tlperboloide gene- 
rata dalriperbola «^Ox> starà al cono iscriuo cone 
XB:SC. 

Dimosts azione . Sia A^jg-ffcCA^. Poiché la tal lot. 

ta 
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ta sferica KBt , o Tlperboloide AOD sta al cono KBB^ 

cojnc^OrOA^, e il coooO£stà ai cono ^0/7, co. 
me il circolo , che ha per raggio KO^iì circolo, che 
ha per raggio 5/^ , ò come KO^tB^é^ , ò come NOB 
i7{B0 , ò finjlmer^te come NOiNB , ne risulta , che 
«ria la conoide ^X)D ài cono iscrfitbj come SPs3^^> ò^ 
^.. . Np ^ 

tomi RU- "TT , à Cfc-^—^ . 

2 z 

r. S88. TVar. Qualunque Iperboloide VOS ^ di cui 
l'àìse maggiore sta OC (Fig^^tfa,) , e 'il parametro 
P2,*6tà al cono iscrilÈQ come ERiBC • . 

<*iDÌ7hpitrazìone .^ ColPasse OC , e con un parametro 
fìPj^tOC s\ descriva l'iperbola .^0/7 , e con essa 
riperboloirie solita . Qualunque, cìrcplcf neiriper- 
h^\oSAt/4QD starà al circolo corrispopdeiJte nelflper- 
\^\fi\àfiy0SQQìtìtB4^:BV^9 ò coma OF-.OZ ; dun- 
que le suddette Iperboloidi stanno fra di loro come 
i circoli delle itasi ( supposti i circoli di una profon- 
dità infinitesima , e perciò e/eiricnti de sòlidi respet- 
tivi ) ò sia come' i coni iscritti : Dunque al- 
ternando SI avrà la conoide FOS al cono iscritto, co- 
'tìie la conoide ^OD stl cono iscritto s cioè come 
BRiBC. Dunque la conoide Iperbolica sta al cilin- 
dro* circoscritto cómt BXi^BC • 

^88^. Di qui ^ì può dedurre la soluzione del pro- 
.blema>in cui si cerca di dividere una Conoidelperbo- 
lica in due partì , con un piano perpendicolare all'asse 
trasverso, in guisa , che il senimentò stia al cilindro 
circoscritto còm ew n. 

8po ^eor. Se taglisi un Iperboloide 7X)S con un 
:piaiao LH perpendicolare all'asse maggiore , sta l'in- 
tero solido f'OJ al scmmento inferiore ro'ycomc il 
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parallelepipedo, che abbia per base BO* d'altezza 
BI{, al* parallelepipedo, che abbia per b^se /o% 

e I' altezza/1^. 

[Dimostrazione. La conoide VYOXS sta al cono VOS^ 
come I{B:BO^:BC. BO^. (k. 880.)., ò come B,B.Be:BC\ 
Ora il cono VOS sta al cono YOX come BOX^^^ > 
sta ad IO. ri" , o come CBO.BOhClO.lO^ , come CB. 
BO^xCLlO\ • Il cono TOX sta alla conoide TOX ^ 
come ChBsii o come CUOKl{UO\ dunque la conoi- 
de ^QS sta al semmento YOX come I{B.BO^i]^I.lO\ 

. Spi.Teor. Se Io spazio asili toeicoi^^?^(Fig,M3) 
che si suppone infinito , faccia una rotazione intera 
intorno all'asintoto ^B , il solido che ne proviene 
è infinito . Dimostrazione l Di fatto si vede che il di- 
visato spazio dev'esser eguale al prodotto della su- 
perficie infinita della base in un' altezza finita 

Voiendo una dimostrazione , cónvien far uso del 
Tebrema del T. Guidino , che trovasi dimostrata nel- 
la xMeccanica . Esso è il -seguente • 

Se una linea , una superficie curva faccia una ri" 
soluzione intorno ad un asse , il risultato è sem* 
pre uguale al prodottg deUa curava nel primo caso , e* 
della superficie nel secondo , moltiplicata riella nir^ 
conferenza del cìrcolo descritto dalla distanza del 
centro di gravità dall' asse di rotazione . 

Supposto questo principio , se prendaasi sopra l'a- 
sintoto *.^/ le ascise i^MjP^G&c. in* progressione geo- 
metrica, gli spazj corrispondenti alle differenze d$ 11' 
ascisse risultano eguali ( u. 868. ) . Ma lo spazio 
GHTSl^Mhà il centro di gr^ità pi*, lontano dall'asse 
di rotazione ^B , dello spazio MTS(VI{ ; dunque il 
solido generato da esso è maggiore del solido ge- 
nerato da questo • Lo stesso dicasi deUolido generato 

dal 
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dal terzo spazio HZ)f0, edegli altri sttccessivamM^ 
te 9 e si concluderà , che il solfdo totale , siccome 
equivalente alla somma d^infiniti solidi suctessiva* 
mente maggiori del solido , generato daUo spazio fi» 
aito AfT^ P]\ « esser dee necessariamente infinito • 

892.Teor.Se lo spazio asintotico infinito CPDEu^BK 
(Fig.^tf j) facezia una rotazione intera intorno atP asin« 
toto&A j ne proviene un solido, iì quale è doppio 
dei cilindiro generato dal rettangolo iscritto' ÌXd • 
J^hnostrazione . Condotta ta diagonale £F, ed un^ 
altra ordinata qualunque HC parallela ad v^By si ha 
CH:DE::u4ì£iu4Hi ocome la circonferenza, che ha per 
raggio i^£ , alla circonferenza che ha per raggio ^H. 
Dunque la superficie del cilindro generato dalli 
rotazione d^l rettangolo C/f, è uguale alla superficie 
del cilindro generato dalla rotazione del rettangolo 
D^ . Quindi la superficie cilindrica dr CH, cioè geae^ 
rata da CH, sta alla superficie cilindrica di 7H , 
come la superficie cilindrica di DE , alla superficie 
cilindrica di TH ; cioè comj$ la circonferenza , che ha 
per raggio E^, alla circonferenza che ha per rag- 
gio H^ , cioè come E^iHyiuDFifTv.DEiTL • 
* La superficie cilindrica di .CH dicasi 5 , e U 
^ superficie cilindrica di TH dicasi j , e si avrà la 
proporzione S tst; TH : TL . Sia ix un'altezza infini- 
tesima , e sarà Sdx:sdx:tTHMìTL.dM . Sia THdx 
eguale al parallelogrammo infinitesimo THIF^ e TL.d^ 
sia eguale al parallelogrammo infinitesimo TLOV, ^ 
%ì zvrhSdxisdkiTHIF. TLOF . Ora presi i limitisi 
ha TLOy cgiyile al- trapezio infinitamente piccola 
TLcf; dunque it cilindro cavo infinitamente pic- 
colo, generato dalla rotazione del. parallelogram- 
mo infinitesimo CHlM , sta al cilindro cavo gene- 
rato dal parallelogrammo corrispondente THIF, co- 
me 
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me TtìlFfrCcy. Si replichi lo «tesso nzitfcinio rap- 

port» agli altri cilijktri cavi iofinitesimi , e sicoa* 
eluderà, che Ti acero soiid)» ^generalo dallo spazio 
asintotico iofiaito CPDE/iSK • «u al cilindro gene- 
rato dal rettangolo iscritto Z7^ 9 come il rettangola 
DA^ Sii al viang;olo Z^.^F > cioè come 2:1. 

Sp). Da questo ne deriva » che il solido generato 
dallo spazio infinito CPDF&K^ sia eguale al solido 
generato dal rettangolo DA . 

LEMMA. 

894. La superficie di un^armilla circolare» e 
ug:uale al circolo , che ha per raggio una media pro- 
porzionale fra i due " raggi dei. circoli » dai quali è 
formata • 

Dmosiràzìme • Sia (Big-" ^4.) un* zvmxWìiACFB ^ 
e dicasi e la circonferenza dei circolo |maggiore»f 
Il suo raggio, ed i* tiraggio del circolo minore, 

saràrsrttf*':""" ; quiodt la superficie del circolo mag* 

giore ""> e quella del circolo minore s ^; per- 

dò lai loro differenza , ò sfa Parmillas 

Osservo adesso , |che essendo ^c-r^'^r^ , e C^ 

srr-f-r', si ha CGs\/r^ — r>*;jquindi il circolo descrit. 

e I ._ 

to col raggio CG è s — v/ y*— y" ^ 7 \/ r'~r/ 

e 
-— (J^'— r'^) superficie dell" armilla. 
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SpS* Teor. Il calice solido generato dalla rota* 
zióne dello spazio asintotico intorno air asse trasver- 
so , è uguale al cilindro generato dalla rotazione 
del rettangolo É^jft^M , in cui ^7{ è tangente al 
vertice c/f • 

Dimostrazione • Sia (Fig«*tff) Io spazio asintotico 
oiir^Ai conducasi T ordinata DL , e presa Z)£ 
uAa: , s\ conduca la segante §iGSO parallela a DL ; si 
prolunghi DL , e; dai pui^i S , s^'nalzino le per- 
pendicolari 5P , OH . Ciò posto essendo ^=:S0^ 
sì ha GOS=^0=EO*^ES*z:.^^^:EF^ ;i ditatto di- 
ccndo GS=a , ed SO=:b , si ha ^0=^b-{-b^ , ed 
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EO^~ES^= —a^^ab+b^^ ^a^=ab^b^ . Dun- 
que Tarmilla generata dalla retta 50 è uguale al 
circolo descritto col raggio EF , e però "il cilin- 
dro cavo prodotto da TSOH intorno ad ^B df v'es- 
ser' eguale al cilindro prodotto ^dali^ rouzione del 
rettangolo DF. 

Adesso dicasi 5 il solido asintotico totale; M 
il cilindro cavo prodotto dalla TO ; m^Ax il ci- 
lindro prodotto dzllzDF; e jP il cilindro cavo pro- 
dotto da LO. Qiianto più diminuisce DE, tanto 
più il rettangolo PO si. accosta ad esser eguale allo 
spazio LSOI ; dunqqe nel limite dcbbon esser e- 
guali > e perciò P=K(^dx i ma V nel limite è=dS y 

dunque fc7 T^^dXf cioè uguafe al cilindro genera- 
to dalia rotazione del rettangolo •^/W C.5.D.D. 

8p5. Teor. La conoide generata dalla rotazione 
deiriperbola /i/J^ ( Fig.* antcc. ) intorno all'asse 
^y/B y è ut:iMlc airaneilo solido generato dalla ro- 
tazione del triangolo ^MT insorno zdv4B . 

DU 
I 

/ ^ 



Dimostrazione^ II solido generato dalla rotazio* 
ne derio spazio /iTS(TB è uguale al solido generato 
dallo spazio asintotico ^KTt^y pili la conoide ge- 
nerata dalPIpcrbola ^AK. \ì medesimo solido ge- 
nerato dallo spazio A*t^B è ' uguale ancora al ci- 
lindro generato dal rettangolo AM , più P anello 
solido , generato dal triangolo 3S(Mr : Ma il solido 
generato dallo spazio asintotico- ^XTJsj è uguale ^al 
cilindro; generato dal rettangolo AM ^ dunque 
&c. 

897. Rimarrebbe adesso da trattarsi delle curve 
degli ordini superiori y le quali sono di un nu- 
mero molto maggiore, poiché quello di 3.^ ordi- 
ne contiene quattordici generi diversi ( quelle 
di 4.^ ordine si riducono a nove classi , cHe ab- 
bracciano molti generi ; e quelle di j.° ordine 
a undici classi • 

Siccome però non vi hi cosa in queste curve , 
che meriti particolar considerazione > ei inoltre 
restano esse talmente inviluppate nella propria e- 
quazione , che non lasciano concepir di se stesse 
the un* idea inadequata, ed oscura; quindi è che 
rimettiamo chi gradisca vedere le poche nozioni^ 
che si hanno sulle medesime, all' Opera Newton 
zzEnnmerdtio linearum tertìi ordinis : Stirling^Ziwff^ 
tertiì ordinis ; M. QTzmttzzìntroduction i V^nalyse 
des lignes Conrbes ' ^Igebrìques : M Euler =Theoria 
linearum cum/arum T. IL Introdufìio in Arialysirn 
&Cm M. Nicolers Memoires de V^Acidenfie iji^j. 
pag. iip8. 
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S J5 Z I O M E IIL 

Di alcune Cwi^w pki'tìcolm 4 

8p8. La Teoria, che passiamo ad .csporrct ap* 
partiene aij alcune curve /{e quali» ò sono (ra- 
sccndeatl , ovvero superano il second'ordine ,^5 
^pno di grand' uso nei le Matematiche 9 si pure % 
che piisce • 

ARTICOLO I. 

Della Logarimmicay 

8^9f Preso un punto B suIPindefinita HL perori' 
cine, se si alzino sulle differenti asci$.se, le or- 
dinate corrispondenti B^ ^ CD , P2y(5cc, tali , eh? 
abbiano per logarimmi le ascisse; o sia , tali ^ che 
procedano in progressione geometrica» mentre le 
ascisse procedono in progressione arfrpmctica » \^ 
curva detcrminata dagli estremi delle ordinate , di- 
cesi Logarimmica. Tal è la curva OuiDT^^ (Fig *<5<^)» 

poo* Dalla definizione di questa curva n? se- 
gue, che se unVcissa qualunque BV dicasi Xy e 
Tordinata P2s(, y, debba essere arz:/^ /(>g,jf T equa- 
zione della Logarimmica , essendo ^ il mudujo del 
Sistema Logaritnmico; e che liberando Tcquaz/onc 

saddetta dai logarimiai» debbasi avere e sy 
pe^-fquai^ione parimi^n te della Logarimmica , (dove 

sia log. eri) òy=e • Pongasi finalmente e sm , 

e si avrà jf ri» » equazione la più sémplice della 

curva medesima . ^^, 

poi* 



poi. Da questa si vede , chft se abbiasi xs:o , rieb- 
be aversi y^izi^*^; cht se abbiasi xs:i:sB*AseC 9 
I 

debb'cssercy se sCD; che se x vada crescendo 
successivamente io guisa 9 che prenda i valori 
ì , 2 , j Scc.y dee ricevere i valori w' , 1»' , w^ , 
1»^ &c. > onde il ramo ADF va dUcoscaodosi all' in- 
finito dalTaase hZ . Si vede finalmente , che se x 
divenga negativo , e vada pigliando i valori —^i , 
♦—2 , '—3 &c» le ordinate jf debbono prendere i va» 

III 
lori "^ 1 "1 j ZI &c. , onde il raojo ^0 va conu- 

Wf Wf fa 

ouamen te accostandosi al Tasse H/< , senza toccarlo 
piatti mai. 

^02* Teor. Se cominciando dal Torigf ne Ssi/pren- 
dano tre ascisse BC y BV^ BS ^ tali , che sia BCpTS^ 
e si alzino ai punti By C, P, 5 le ordinate ^v^/, 
CDyTNy SF'i si avràsenjpre'la propcraionc -fi.^: 
CDi'.VNxSV. 

Dimostrazione • Sia rescissa 5C-/* , la parte C'P:rqy 
e sarà TS^py onde ^.^inr^i^i , £)C=wP , W^fr^f^^ 
ed SV^m^^^"^ . Ora i tcrm/ni i , w?, i»p*-« , w^J^^-^ 
iofio manifestamente in proporzione geometrica; 
dunque &c. 

poj. Se cerchisi la aottangente della logarimmi* 
ca , è facile il vedere , che ella è costante , ed egua- 
le al Modulo del sistema, rappresentato dalla Ioga* 

/dx 
rimmfca di cui si tratta • Io effetto si ha ""y^ 

9044 Cercfaiaiao la rettificazione di utìVcadar^ • 
M m 2 Si 
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iy 
Sì ha y/(ix*+dy*)= J\/(y*-h^*) . Sia \/(y*-\-^ 

iy ■ zdz 
xz, e sì a.vrìy*sz''^u4:* , e "T s^, ^, > come 

^*dz U iz 

pure v/(«/^H-'Ò'')='/«+^n::^=rf«+7. -^' 

• u4 iz ■ ' ' dp 

— Y • '^JZT' ' '"*^g''*'"'° » ( poiché-^ * /tfg. 9 ) 

y* «^ / 2 — ^A 

espressione di un arco qualunque della logarioimica, 
dove C esprime una costante , che poteva essere sva- 
nita nel difTerenziare » e che si determina facitr 
mente». 

pó5. Volendone la superficie, «i hay ydx zz •• 
Ady:z^y-^C=uA:^ — ^/^, perchè quando jr=i , Io spa- 



si avrà 



/ 



zio diventa nullo • Ma siccome questa formola pre^- 
senta un valore indeterminato , per acquistarne un' 
idea più chiara giova dimostrare il seguente 

po5. Teor. La superficie logarimmica compresa 
fra un arco della curva, due ordinate-, e Passere 
sempre uguale ài rettangolo formato dalia differenza 
delle ordinate , e la sottangente • 

Dimostrazione ai assordo . Sieno le due ordinate » 
Briy DCj (Fi'g.* 57.) e sia l'ascissa C£* uguale alla 
sottangente. Comi^ito il rettangolo DCE^F , e con 
dott4 per /i 9 sommità dell'ordinata M ^ 'la paraU 
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kh'nAGH, dico che lo spzzloBjiDCè uguale.al rct. 
taogotnGF. Supponghiamo infatti , che non gli 
sia uguale , e che lo spazio miqore » stia al mag-* 
gìore come CK;CO . Sia TK parallela al Tasse , .che 
incontri la Logistica in P . Si abbassi P ordinata 
TX j e si divida la CB in parti eguali BF^ VX ^ - 
XZ j ZC in maniera) che ciascuna di esse diven* 
ga <CY . Per i punti di sezione s'inalzino altret- 
tante ordinate W, X^^ ZO \ e per la sommità di 
due di tali ordinate, fra di loro prossime, si con* 
ducano due parallele aiPasse, cbesieno , per esem- 
pio , §ÌML , STml . Sì avrà il rettangolo MI al 
rettangolo mE^i:Mm:mCv.^iSVxiSTiVT^<CE<nil\ e 
perciò* MìifìiE^ sta in ragione maggiore di STiml t " 
o sia del rettangolo SA* al rettangolo nr£* ; dui^que 
MI>SX . 

Collo stesso raziocinio si prova, che stzMhMÉ 
v.Mm:MCtt^:^X::5T:X^:>ML, e perciò sta Af/:M£ 
in ragione minore di STìML a o sia di J^X-ME^ 
Dunque Af/<i^Jf * Ora Parca della Logistica W^ 
è parimente >5A' , e <I{X . Dunque U ragione di 
tal area ad M! è maggiore della ragione di SX & 
I{X , cioè di ySiX^, ò di ZOi CD ^ ed è minore 
dell'inversa DCiòZ - Ma questo avviene in qualun- 
que area parziale della Logistica , relativamente al 
corrispondente rettangolo parziale dlJOH* Dunque 
sta tutta Tarea ABCù^ al rettangolo GF in ragio- 
ne maggiore di ZOiCD, ed in ragione minore dell' ^^ 
inversa CDiZO . Suppongasi adesso , che Tarea sud- ^' 
detta sia ^minore del rettangplo CF ^ sarà dunque 
CKipCXyXZ maggiore dclja ragion^ j^i ZO:Cli. 

Se ella sia maggiore, sarà COìCJC(^CY) minore 

della ragione di CD;ZO . Dunque in .ambedue i 

casi dee risultare. 3^Y>pZ , il; che è assordo. 

., ^ M m 3 Dun- 



Datiqur Tarea Jin C D è e CP, 

i?07. Si vede , <Ji qui , che se ìi punto ^ si al- 
lonuni dall'ordinata Aj lofiftKam5^njte, l'area infi- 
fitta ddìa Logistica, compresa fra rasae » il ramo 
Infinito della curva, e rordjirata C/7 , è uguale 
al rctfangolo CF . 

908. Teor. Se conducasi una tatigente alla lo- 
garimmica » e dal punto dèi contatto si abbassi un* 
ordinata ortogonale sull'a!ise ; il triangola ÉDC ^ 
che ne risulta, é la metà delIVea formata dal ra« 
me infinito della curva, l'asse, e l'ordinata at con- 
tatto , 

' ÙmostrazhKe . Difatto il triangolo di cui par« 
liamo è la metà del rettangolo CF . 

pé^i Teor* Le aree comprese fra due ordinate , il 
ramo corrispondcnic della Logìstica, eTasscstan- 
fk) f ra ai loro, coiiie le differenze delle ordinate. 

Ùimòstrazìone . Di fatto le aree di cui parliamo , 
fòflo per il Teor. <;k55. eguali al rettangolo della di5 
fcrenza'^ delle proprie ordinate nella sottangcnte ; 
ma la sottaogente è costante, dunque &c« 

pio/Si può dunque dividere una qualunque 
AtWt aree divisate in una ragione data, bastando 
dividere la differenza delle ordinate nella ragione 
proposta; dal punto di divisione condurre una pa* 
l*àltela all'asse 9 e dal punto, nel quale vien da essa 
incorrtrato il perimetro logarìmmico, abbassare un* 
ordinata sull'asse . ' 

pii. TrobU Date due rette, e una Logistica , 
D^vare un numero qualunque di medie propor* 
zibnalp fra le '«date rette. 

' Satuzione. \xì2^t^l2i Mm normale all'asse della 

Logistfca ( Fig.* 58. ) si prendano in essa /e parti 

'M/SaiW^ eguali alle fette date : per i punii/, b 

l '■' si 
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ri tofìiatittó due parMlcIé all' asse > le quali in- 
contreranno la Logistica in due punti F^ H . Dx 
quésti si abbassino due ofrdinate f£ , HG . Il sem- 
menta deir asse EG si divida in tante parti piiìt 
Una , quante aono te medie proporzionali da trcy- 
▼arsi . Da ciascun punto di dTvisione si alzino 
delle ordinate , e saranno esse le medie richieste. 
Questo né segue dalla natura del la Logistica , per- 
chè procedfetìdo le ascisse in progressione arìm- 
melica, debbon procedere le ordinate in progres- 
sione geometrica . 

5>n Tf ar. Il solido generato dalla rotazione dcIP 
afea oiBù€ , intorno all'asse 5C(Fig.*57. ) è 
uguale alla metà delP anello cilindrico generata 
dalla rotazione del rettangolo CP ìfitornò af jùt^ 
desimo asse • 

ùìmùstf azione . Si dJvt<fa il temmento BCva par- 
ti eguali , in guisa j chfe dtfe di es^ risultino mi- 
nori di CY; e CZ ne contenga due, e sra^f^r-f.- 
Là corda ^4. .vada ad inepnltrar Tasse m » , e la pa- 
rallela ^G incontri ^ in r . 

Sarà V cilindro generato da £Af i al cilindro gene 
rato da Em ^ come il circolò ^ che ha per raggio 
CM al circolo ^ cbe ha per raggio Cth , o sia co^ 
snt CM^iCm^iò ctmt f^:FS^ ^ 6 finalmente ( pel? 
essere X^,^^,' /^5 in proporzione contrniJ^) comtì . 
Jf^^S. Dividendo , pertanto éf ha , che Tàtìello 
cilindrico g^nèrutb da MI sta at cilindro generato dà- 
f^Éj come Si^BnA ; à come Bt ^ é Bx doppia di 
TX zSh ; ovvero in ragione minore , che K doppi* 
dt yx z CJ?>fi«; è' finalmente iti rtgiòne minóre 
del doppio de»! cfliildró geiìérat'e>* d^ XS , al^'iAede- 
ino cilindro geoeralto dz Erh y e perciò Fanello soli- 
dio MI è mfdggiore del doppio déleiliridro SX i Col 
' -- ^ . M m 4 mc- 



^^ 



55* . 

medesimo raziocinio si prova , che il saddetco ancl« 

]o solido Mi é minore del doppio dei cilindro ge« 
pcrato da BJC • Da questo ne segue » che la ra- 
^gio^e di essoaf doppio del solido f^5^ sia maggio- 
re della ragione del cilindro doppio* di SX al ci- 
] Indro doppio di B^X , cioè generato da J^iiT : o sia , 
della ragione à\VS**J(^i o della ragione Ai ^Bi 
X^9 p finalmente di ZOtCD ; e che sia minore 
della medesima ragione vinversa • Il rimanente del- 
la (^imostraziooe procede come nel .Teor.(».potf.) 

pi}. Si vede di qui , che il solido generato dati* 
area* infinita della Logistica! determinata dalla CD ; 
dee essere eguale alla metà del cilindro generato 
dal rettangolo CF intorno al Tasse • 
. pi 4. Teor. Se abbiasi (Fig.*57.) ^^ ungente del- 
la Logistica! il solido generato dalT infinito spazio 
compreso fra Tasse , la curva » e Tordinata CD ^ 
sita al cono generato dalla rotazione del triangolo 
$PC::j:2 . 

Dimostrazione. Infetti il suddetto so} ido si è ven- 
duto , che sta al cilin^rq» di cui la base sia il circolo 
descritfò da C/? , e Taltezza sia CE, come grf. 
Ora il divisato cilindro ^tà al cono della medcd» 
ma base,, e della medesim'altezza , come 6:i . Dun- 
que il solido logarimìTìfco suddetto sta al cono ge« 
neratp dal triangolo i?Z?C , come 352. 
. P15. Per compiipento dì quest'articolo restada 
trattarsi la celebre questione, agitata già da gran 
tempo z Se la Logistica possa aver due rami, dei 
quali uno sia posto dalla parte delle ordinate po- 
sitive , ed uno d^l!a parte delle ordinate negative; 
vale ^ dire in. sostanza t Se i logar'ntmi delle quan- 
tità negative sieno reali , o immaginar] • 

Questa è uoa controversia» che £no dalT 

an- 
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anno <7t2*còmtqciò ad' agitarsi fra i due lòmìhi 
Geometri Leibaicz,. e Gio: Bernouili • li primo 
difendevi > che i logarimmi delle quantità negati- ' 
ve sieoo tutti immaginari, ed il secondo preten* 
deva, che Fossero, eguali ai Ipgarimmi delle quao- . 
tità positiVe ( si può consultar la lettera ipo. , 
e seguenti del loro commercio epistolare) . Cia- 
scuno di loro si mostrò eguale a se stesso nel 
difendere con tutta la forza del più subiirhe ra- 
;EÌocÌDÌo|iI proprio sentimento , e la memorabil 
questione rimase indecisa • Successe nelP arrin- 
ga il grand' Eulero , e negli Atti dell* Acca- 
demtsr di Berlino sostenne con nuovi argomen- 
ti il partito Leiboiziano # Le di lui dimostra- 
zioni vennero in seguito avvalorate egregia- 
mente negli Atti delr Acc. di Torino dal. Cb. 
Gav. Daviet de Fonceneux con delle ragio« 
ni , e sue , e del profondissimo « de la 
Grange • Viene il d'Alembert ad esaminare nel 
i*^ , e 5.^ Towp de suoi Opuscoli le ragioni 
di que* grand* Uomini , e sebbene ricusi « di en- 
trar decisivamente nella questione , si mostra 
nondimeno parziale per la sentenza di Bernoul- 
li . Gli risponde il Fonceneux nel Tomo seguente 
degli Atti di Torino , e quantunque talvolta ceda 
a M. d'Alembert , resta nondimeno costante nella 
propria opinione.- 

piò. fez ì moderni Analisti non ostata mino, 
re la' divisfone di sentimento • Si può vedere 
fra le altre una Memoria del dottissimo P.Pontana 
inserita negli' Atti della Società Italiana, dove con 
tre dimostrazioni stabilisce la sentenza di Lei- 
boitz ; e si può conàuUare un Opuscolo del Ch« 
l\ Riccati j come pure un altro di Giordano I^c^ 

ca* 



cati ft isseritì Àe) gtomate der Lttterat! di Mode« 
j)«^^ doversi rigetta aiiolutamence la sentenza di 
Leibfftts , e si diqvo^ra quella di Bernoutii • Paò 
final noente osservars^i ciò , che hanno detto i Ch. 
Analisti Frisi» Paoli y e Fcrroni,^ 

L'istdVia di questa controversia dee a<ldimostra- 
re quanto dia sia trascendente, e sublime • Noi 
ct^diamo di poterci dichiarare p^ la sentenza df 
Bernoulii » e passiamo a stabilire. 
• f 17. Tfop. I logarimmi delle quantità negative 
sono reali » ed egitalr a quelli delle quantità posi» 
tiv« . 

Dim9straikme • Si trasfermi IVqvaztane della Lo» 
garinimica in maniera » che Tasse delle sue ascisse 
divenga ortogonale alT asse primitivo • tn qae« 
su guisa le ascisse diverranno» ordinate , e 
viceversa; e perciò reqtaaione della Logarimmica 

prenderà la forma e t&Ax . 
. Fotta questa riduzione , qualora si dimostri , cBf^ 
^ono possibili infiniti valori di e , i quali re»da« 

y 

no la funzione r. negativa , sarà provato , che la 
Logartnfimica ha realmente due rami 9 xxno positi- 
vo» e Taltro negativo, e perciò, che le quanti- 
tà tiegattve hanno 4 logarimmt reali # ed eguali a 
a quelli delle quantità positive • 

Eccoci alla dimostrazione « 

77~ :r ar^ ^"^ 

St tó che hg.fJj:l ^^^{^-f^yi-fyjs&c^* 

S^p6ngà/.{ÌÌ.a'^, essendo Z(ig^;3/> e si avri.*^ 
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Quest' equazione siccome Infinita dee dare , (co^ 
me si raccoglie dal Lemma ILTr/go^,) infinitiva* 
Jori pere , i quali essendo tutti , meno due , imma- 
ginari ( altrimenti sì avrebbero diverse basi , e per* 
ciò difFerenti sistemi ) sommfnif(rano infiniti vatori 

y . 

negativi per e » e per' conseguenza per x • Che 
questi valori poi formino un ramo continuo » si può** 
dimostrare col Metodo che segue , il quale sebbene 
indiretto , non è però meno concludente , e sh- 
curo. 

piS.Sicnolc due TperboIeApolIoniane fra^gli asili* 
toti (Pig/tfp.) ^Z , qbì; le quaB-sieno per mag- 
gior semplicità equilatere. Si prendano adarbitHtf" 
i due protonumerì C/^, C4 , e perciò s'incomin* 
cino a contare gli spai} Logarimmici a! di li de* 
punti /iya. Si Conducano ai di sotto di ^B delle 
ordinate JBF, £*/*' &c. e queste si prolunghino fin- 
ché sia bGtz:^BFE\b&E^:::ABP^£^ 8cc. dove fr è 
una costante indeterminata . In questa gaidz li de^ 
stfiveri per punti il rama di curva t/fP* 

Siccome poi si è cominciato a contare gii spazi pa* 
sitivi :al di sotto dell* ordinata of £ , è chiaro che 
gli spazi posti al disopra di %/fff debbono e$seif^ 
negativi, e che Tordinata HK dee per conseguen^ai 
esser negativa «Si prenda su di essa una porzione 
W tale y che sia b.Hl:zHKBv4 , è lo nits%o si pri* 
rtchi relativamente alle altre ordinate ; è manifesto 
che si verrà a descrivere il ramo i/(5 ^ il quale 

pa«- 
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passa per ^,« perchè ivi è GEz:o . Quando ffiC 
ginisga sopra CM » lo spazio CAf^^C sarà infini- 
to ; e perciò la porzione delP ordinata ipe(t)oIica «• 
li di cui rettangolo in b sia eguale al medesimo» 
dovrà esser pure infinita » ed uguale alTasintoto 
CM; la *curva P^S avrà dunque anch^essa per 
asintoto CM . 
Se r ordinata HK oltrepassi il punto C di una 
.^quantità minima qualunque, e^sa dovrà tagliare il 
r^mo iperbolico /^, e con ciò produrre uno spa- 
zio oeab • Si prenda una parte et , dì cui il ret- 
ttngolo in b sìosoeab » e lo stesso ripetasi suc- 
cessivamente» finhè lo spazio 0^4^ diminuendo con- 
tinuamente , e con ciò anche le rette ei ^ hi &c, 
giiunga il suddetto spazio ad essere uguale a zero . 
Si avrà in questo punto il passaggio del ramo sa 
per il punto a • L* ordinata ba si avanzi : giunta 
che sia per esi^ in fé , si prenda un prolunga- 
mento fg^ tale che fg.b s\z=^fbae ^ e cosi fino all' 
infinito • Dico che le due curve P*AS , pas de-, 
scritte nel modo già divisato, sono due logarim- 
miche perfettamente simili , ed eguali : che han- 
00 per conseguenza il medesimo protonumero , e 
la medesima sottangente • In effetto : si sa che gli 
apazj ABFE^ /ìBF^E^ &c,sono in progressione arim- 
metica, mentre le ascisse AEj AE^ &c* sono in* 
progressione geometrica: Dunque anche i rettan- 
fpW bGZ^ b&p &c. debbono essere in progres- 
sione arimmetica • e per conseguenza anche i prò* 
iungamenti GEj G'£' &c« Le ascisse dunque Cy^ 
C)/ procedono in prpgressione arimmetica, mentre 
le ordinate Gy , G'J iScc procedono in progressio- 
ne geometrica • Per la stessa ragione i rettangoli 
IH,biI^[IJf^ &c. sono anch' essi in progressione a- 

rim- 



rlmmet/ca , mentre, CH, CH^ sono in progre^ssio- 
nc geometrica, dunque Ca^, Cy&c sono ì iogaf- 
rimmi di CA , r,1 8cc. Ecco dunque/^che ia curva 
P/^S è un ramo di Logarìmmica , la quale , per- 
ciò che si è reduco , ha per asintoto la retta TAfi 
ho. stesso raziocinio prova , che la curva pas è 
parimente un ramo di Logarìmmica . Che poi ta- 
li rami sieno perfettamente simili, ed eguali , $1 
raccoglie da questo- , che la legge delia loro de- 
scrizione si è fatta dipendere dalia medesima quan* 
tità arbitraria ^ , éhe ha servito ^'di Modulo ;^ Dun^ 
que hanno la medesima sottangente ; dunqutsono 
cgnafi » e la Logarìmmica ha due ramj , uno j^ 
sitivo, ed uno negativo ; dunque i numeri ne"^ 
gativi hanno i logarimmi reali, ed eguali a quelli 
dei numeri positivi. . . - 

Dimostrazione . 2/ Sia E un punto qualunque 
dell' asìntoto logarimmico ( Fig.^jH.): 10 dico, cbé 
vi corrisponde sempre una doppia ordinata £/^,£'i^, 
delle quali la seconda è-negativa , ed eguale alla 
prima . Difattp sieno CE > £Af .uguali,, e s/erio 
condotte le ordinate GH , Mm . Si avrà EF 

- -|. \jGRMm , ed ,EP ^ o fii^r— v/ QHMmi duot 
que &cJ; £ nella guisa stessa, che nella Parabola 
per esser l'ordinata media proporzionale fra il 
parametro , e rascissa , è ugualmente positiva , e 
negativa . TTJ 

. Dimostrazione 3.* Si sa che %log,f:Jl_^ , posto ... 

f~x 
/ X x^ Jf * :r ^ : \ 

Se poi ^hf<^x^ bz&U mutare i segni sotto e so- 

pr. 
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orai e si avrà ltfj^--/.flt!L = /<'l.--/-l-~.»....«.Mo 

. /f r f \ , .. 

' Ciò posto , per ottenere il logarimmo ài un no- 
mero qualunque «, si fàccia /T^:rz, e si 'à¥4(4 

xs^Ì^~rh d<^^c è chiaro c^ie xè < /; sipreval- 

ga uno pertanto della prima serie ^ e si ^vrà'T"* 



Ji: *^ 



5= /^ig- f + T'^rM"^^^' ^^'^ ottenere il logjrimmo 
dl{ un numero «Jk , si ponga /"7 — i * = — « , dovi 

(«4/), . . ■ 

«* è dhreno 4a ;if * €d=f*T^7' ' P«»«iè> </, s'im» 
pieghi la «ecooda «cric , e si avA*~^-^ s...... 

H^f-\- ^-\-~^i+~^ &c.....(B)Si moltipli. 

e^iBO insìenoe le doec^aztooi *»/ — 77" » *' 

*r~^7" « * SI wrà J^Af's/* ^QÌnd» x's-^ > qt»* 

•to valore $i sostituisca nella serie (B) » e si can- 
gerà 



. - %. «-^ X x^ . 

gerà nella «egticaie "^"3^^ ^ '^^ -W'+J+'Tyr 

X"^ ; 

'^Tì^ &c. Si ved? dunque che il «alare di,..» 

./•f.^^a Boo differisce da queHo di /é^. « , p^u 
che sì è Viéiduto per. ssettzm della co^ntziaoe dek 

laLogarimmica , che il sistema del protonumero /si 

ud^ctf In uit sis&eiBa soio ,e coirtiiii$4«o co( siseè:* 

ma del protonumero — f^ pnd^log. f =z log. — /«>>» 

fd in gf^neralie log. izsiog.'-^» ^ 

Dimostrazione . 4.* DaJ l'equazione trovata al 

dx J ,^ . ^dy 

». 907. y y z: — Sì deducafifAT:^ 
^ ^ dy y y . 

Iq questa formóU si feccia y 'negativa ,' e diver- 
rà negativa anche dy ? rimarrà per conseguenza 

fl>^= . ^ t:~i — , Il cjie dimostra-^ che alU 

medesfma ascfssa corrisponde tanto rtjr^iqata ne- 
gativa , quanto J' ordinata: positiva , e che perciò' 
le quantità negative hanno i medesimi logàrimmi' 
iJclle quantità positive. 

DiniQstraziojfe .^.^ Le quantità negative diffen 
rfscono dalle positive per un semplice rapporto: 
ima I logarimmi riguardano il. quàhtifaltivo/ e noni 
i rapporti; dunque debbon èssere iSnedesimi, tan- 
to i logàrimmi delle guaritila negative', che quel- 
li' delle quafttrtà'"'po'Éif(ve'. . , ' ' '.^ 

jyimostrkziónró.^f,' certa cbe(— ^>* é =:(-f-^)*» 
dunque /og, ( — *i)* =../o^. (+tf)*, cioè a. log.'^a 
s-à' Aijg;; ^ a : o sia log. ^-^ a szlog- -{- a . H ny a 

foim 
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point £ argument , dice qui M. d'Alembert ( pag.ipK 
Opusc. Math, T.L) mie calcai , quelque subtil qn' il 
fuisse étre , qui soit capable de ren^erscr un propO' 
sition sì sìmple . 

pip. Passiamo a veder le prove della sentenza 
contraria i.^ Oppongono i Leibniziani primrcra- 
mente: Che se i logarirami delle quantità nega- 
tive fossero reali » anche quelli delle quantità imma«- 

ginarie dovrebbero esser reali , perchè log* (— <i) **' 

r — log. (—4) > Ola questo è ajsordo j dunque i 

l'ogarimmi delle quantità negative &c. Questa dif- 
ficoltà impose assai à Gio. Berooulli > ma pure 
non è difficile il dileguarla • 

Primieramente rispondo che non si può asseri- 
re dai SS. Lcibniziani t che ^ logarimmi delle 
quantità immaginarie sieno impossibili , iscnza com- 
mettere una peti/ionc di principio , mentre ciò 
dipènde dall'impossibilità de' logarimmi delle quan- 
tità negativa, la quale si dee provare, e non^sup- 
porre. Quindi ne segue , che sebbene i logarimmi 
dellequantftà immaginarie Fossero impossibili, noa? 
dimeno, qualora non sé rie. adduca una positiva 
dimostrazione, indipendente r. dalla possibilità de 
logarimmi in questione, rie segue dissi, che noa 
si possa concludere cosa alcuna contro la possibi- 
lità de'medcsimi . Oltre, di questo si risponde di- 
rettamente , con provare che i logarimmi delle 
quantità immaginarie sono assolutajmentc possibili • 

Dimostrazione i.° Si è veduto che nell* equa- 

zione ^ r jr per qualunque valor reale dij , sihati- 
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y \ 

co infiniti valori immaginari per e , ed m conse- 
guenza per x; mz y esprime ì logarimmi dì x ; * 
dunque unaT quantità qualunque immaginaria x ^ 
può aVjcre cfcf iogàrimmi reali • 

DìmBstrazione 2.* Si cerchi (Fig.*(58.): una me- 
dia proporzionale fra Gf? , e la negativa £i^; A 
certo, che essa dee risultare immaginaria; nondi. 

GÈ. . ^ 
meno questa media ha per logarimmo COx—^ , 

quantità reale • ^ ' ^ 

%J° Oppongono i Leibniziani , che in vir, 
tu del rapporto di Gio. Bernoull) (vedasF». 45X*) 
sta la^ circonferenza cÌJiK)lare al diametro, come 

log.^^i a v/ — * I ; Ma se log. — i sia una quan- 
tità reale , un tal rapporto è nullo ; dunque le^ — i 
dee essere una quantità imnbaginaria • . 

Si risponde , che per salvare la sussistenza dell' 
addotto rapporto, basta che log.--^ i po5s*«vere 
un sol valore immaginario; ora log. — i di questi 
valori ne ha Rifiniti, 'dunque &c. 

3,° Leibnitz obietta, che la logarimmfca rtoM 
può avere ordinate negative , perch* ./n es*a^ le 
ordinate positive non divengono mai zero.. 

.1 

Si risponde , che PIperbóla y^ =J "7 ha due rami 

eguali , e simili d:a ambe le parti del Tasse, senza 
àht y divenga mai uguale a zero • Senza i^i que- 
sto però si sa, che una funzione può pasiare * 
dal positivo al negativo con passare per 00 , co- 

a 

me succede nella funzione 7 . 

o — A- 

N n ^:; 
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4.^ Una V difficoltà , che è TAchilIe di Lei. 
iMttCf 9 c di Faacciiemt è U acgimct • 
$tcnQ k d«e aerte 
'iti 
&c. "^f > — /» ^/^/» */ » 4/^, V*c^ 

*c,— 3/,— 2/,^/i, a, A lA 3/&C. 

' ta prima delle quili è geometrica 1 e la seconéEi 

é arimmetica . Si vede , che ciascan termine delfa 

' seconda è il lo^arimmo del termine corrispon- 

dentr detta prima. Se fa serie geometrica s^nol- 

tri quanto si vuole dalla parte sinistra , oiar om 

•I afvraofto termini negativi ; dim^ise le quactìtà 

•gjgjifiYe no0 posiooo av«r Logarimrai otali ; 

fùtcbè te ciò fosse, si devrebbeio ioconerife dei 

germini negativi nella prim^ serie, CGni.*à manv- 

festQ. 

Sf risponde , che sebbene. la printa serie ^dotta 
jjòn potesse aver tendini negativi , niente, si po- 
trebbe inferire contro la realità de' logarimm» in 
questione , perchè detta realità essendo già dimo- 
strata , non può venir distrutta da ud* apparente 
contradizione , dedotta dair imperfezione di una 
Sierie , la quale iion possa rappresentare le quan* 
rità negative . 

Si risponde in 2.^ luogo , che l'addotta serPe 
geometrica si puQ continuare a sinistra nei mudai 
I: 1 I 124 

III 

I 1 

e perciò negativo , ? cosi 7^-^, r — Sfcc- Tantnt 

•' èlufl. 
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i lungi cionque y ebe U serie op|i9osta 9b cootra- 
ria alla no$cfa proposisiane , cbe aa2i mirabilmea- 
te la favorÌ8<fe • 

^.^ Ma vediamoli pia valida ar^Omeato dell*£u« 
icro cancro la mostra seacenaa. • 
. Egli parte dalla suppa8ÌaiaM,xhe /a^. (i-f-«>"=i 
n^à rappresenti tutti i logarimrai » e mediante quc- 
flrta formata (ledasi la di lui Memafia $ti i lógarimnti 
:4elie q^Mtìtd negative. Beri. an. lj&9^) perviene aJl' 

y ( *^-^i \ 

cquaaio^e i + — = tos.\^ 7~/" *•-• 

seni — '^~P v/-* fn c»« ns:i8o.^ ^r/o^-— -i , e 

X è un nuoiero intero qualunque • Questa secondo 
Itti somministra il risttUato geacraleJrisdb(3X— ti) 

n \l — X , da cui conclude che /og.^— i è sempre 
fmmagfnario , e che perciò tali sono tutti i ìógarini- 
mi delle quantità negative • 

Io rispondo i.*^Che ^ipotesi dairEuIero istituita, 
cioè , chela formola /og.(i-f.fi>)°x»i^ rappresjenti tatti 
i logarimmi , non è legittima , e che anzi contiene 
una petizione di principio. La ragione di questo è ^ 

che supponendo, com'egli fa, che sia 6="^ , ed 

wsroo, la formola (i-f-*)^ non può rappresentare ♦ 
che le sole quantità positive 9 e per coosegnenza ^ 
dicendo^ che /oj;.(i-|-<»/^=»> rappresemi tutti f io- 
gadmmi» viene ad affermare tacitamente, cbe non 
cai&ta^no i logarimmi delle quantità negative^ vale 
a dire , che siena immagiriari • 

Rispondo 2*^ Che i logarimmi delle qtyiotftà 
aei^cive aveiido iafinict yalori immagi'juirj » non è 

N n a mc« 



meraviglia^ che «i trovioo delle formole , che ne 
confermilo resistenza , ( e iquesta è una risposta 
generale per cui si distruggono infinite obiezio- 
' ni 9 dedotte da particolari formate a bella posta 
preparate mediante gli opportui^i artifizi dell'Ana- 
lisi 9 del qual geaere per esempio , è la fòrmola 

Trigonometrica hg. — i =dr(iw-|-i)f v/—- 1, come 
pure le formole differenziali investigate dal.Ch. P. 
Fontana (luogo cit. ) ed altre molte • 

y 

Rispondo 3,^ Che Tequazione addotta ir^ — =&c. 

non solo porge il risultato y =:t±:(2X— i) ti\/ — 1 , 
ma ben anche y=o, poiché fatto^=o , ed »=oo nelT 

y ^ ■ 

equazione suddetta i-|- — s: &c si ha in . 
Inoltre» se facciasi x^nsco^ l'equazione addotta 

y 

diviene i + — =1 9 d'onde si ha^co .Ecco pertan- 
to, che l'equazione del PEuIcro» non dà solamen- 
. te /og.— I |mnvginario,ma dà pur anche /og.— 15:0, 
lì che poi conferma quanto abbiamo esposto di 
sopra . 

Terminiamo finalmente con osservare ,- che 
M.£u(er non dà una risposta sodisfacente alla nosera 
dimostrazione d.*, con dire, che la formola ì/og.<i 
sa/og.r^« esprime soltanto, che la somma di due 
differenti logarimmi di r^-a è uguale alla somma di 
due .differenti logarimthi di — ^ . 
Iq effetto 9 se non" vogliasi rinunziare a tutte le 

piili 



più Ugittidie denomfnajsioni analitici^ i 2 log* a 
szl^-^^a significai che il doppio di /og.^èugua^ 
le al éioppio di /(i^.— ^ . Hx per aggiungere anche 
maggior forza alla Bostra .prova, 8ic«b''i > e <x* 
di:ie ijfumeri positivi ) e. reali, che abbiado perlo- 
garimmi respettivi , p . E* chiaro , che la media 
proporzionale fra i, e 4* deve essere ugualmtfdte 4*^> 
e — a y e che il Ipgarimmo corrispondeflce risulta 

P P P 

=: -^ ; dunque "^:s% +tf > e~=:%— ;< ; 

Questo è quanto si richiedeva per trattare eoa 
una sufficiente ampiezza una questione, che me« 
Vita di esser conosciuta assolutamente dal giovane 
analista. Non sarà, che bene consultare i fontt 
indicati da noi ' su quelita materia , cioè i Tomi 
i.^, e 5.'' degli Opuscoli di Ai. d'Alembert , la 
Memoria dell' Eulero , e qhelle del Cav. Daviet» 
de Fonceneux , per approfondar sempre piùi le ra- 
gioni del partito fiernoulliano • 

A R T I C O L O I L ! 

Della Cicloide • 

ftì. Se un circolo ML (fig.* 70) vada rotando, 
sopra una retta .^a , fintanto che il punto » ch9 
innanzi alla rotazione toccava la retta jn ^ , giun- 
ga a toccarla di nwvo in a , dal punto J verri 
descritta una curva .la quale vien appellata Cicloi- 
de, ò Trocoide. Quésta poi dicesi allungata» se 
il circolo genitore oltre' il moto di^ rotazione » abbia 

N n j un 



«fl filato di tfasìaKione tu sento contrario » e éU 
\€%\ acGorcram , $e detto moto 4X traslazione co* 
spiri cot moto di rotazione. 

5^2» f:a retta A4 è la base delta Cicloide | fa 
perpefidicblarie Eù alzatavi sulla metà è il ano 
asse , e te corde 'Pp parallele alta base ne sonore 
ordinate • Inforno a queste si dimostra. 

913. Te^T. (^«atunque ordinata vien divisa in 
mezzo dall'asse Ep. 

Dìmostrazmn . iSia Pp un* ordinata % e si consi-» 
dcri il circolo ?g'en4tore nelle due situazioni Z.T5^, 
IpA. Siccome U base j^ é uguale alla circonferen- 
1:1 del circolo suddetto , e perciò una qualunque 
sua porzione .è uguale air axcp rispettivo che 
Tua percorsa f ne segue che sia ^l^VL » ed al 
jppl 4 Dal pfinti di contatto l\ l s' inalzino due 
perpeadicolarì » che saranno due diametri « RisuU 
uri VM^P.L\,^ pm^pl; perciò Ifi^s^TM^ IB^m^ 
yale a direLÉ'^if; dunque in vexita dei paralleli'- 
fmo "HO^Orii ed aggiunto T2y;. da una parte , c/m 
=!P2\(; dall'altra, si^avrà finalmente PÒ^pO. 

924 Teof. Se -conducasi un' ordinata qualunque» 
che incontri. jT cireolo genitore poisto. in £/>, il 
suo semmento *P\ è sempre uguale all' àrcol^O. 

Dimostrazione. 0\ivt il circolo verticale EB^D s'im- 
magini un circolo genitore posto in modo, che 
il suo punto gencraiite caHa sulT intersezione T* 
dell'ordinata T»/) ; %^rìo^pP^^ ed aggiùnto 1^1S(, 
àATÌVF,:^ Cn^Mì (/h{^EL:::'PM=:n,D\ du^nque/^:=^0 ; 

5>a5* Posto questo cerchiamo l'equazione carattcri- 
ftica dèlia Cicloide ♦ ' " 

siccome, si è veduto che 72^ è isórf.^^Ù , e poiché 
#1 hi ^Ozisen. arc.J{D , detta PO=y ^ aTc.I{£h:ii, dee a- 
versi jr s n-f- sen, h 9 equazione cercata • 



pidk Per «tnder ia più geaeraìe ^ si&cciai 1^:2— é 

i\ che cotivìtn^ alla Cicloide ordiftafià , ò allunga* 

ta , ò acccqrciata ; secondo che fc^i , ò > ^ , ò<4 ì 

'Con ^ueitò ì* equazione gefìcraìissimà ijeììà Cicloi- 

h 
de jsarà y =t ~i« 4" sen. ù^ 

^ 527. 7>rì)i/* Cpndurre una tangente ad un puntò 
dato della Ciclòide é . .. . 

ioluzhne * Sia ( fìg.* 71. ) V aitò infÌTrite^ìmó Af^V 
r ordinata Jtf;, tà Mr parallela ad t)T tangente 
ilei punto della cjrconfertfrza del circolo geDÌ«> 

* h b. 

tore • Con qutiCO 4i ha MÓ:=~BIÓ , wo =:— BIo § 

. ■ ;^ . 

iàoftdis fpirfe^d#; Indtft per i irfaiigoli siqai^ 

Mot j inrU si ha la proporzione i»r:Afr:;W0sOZ! 
MO.Mt 

^ Où ^ . 

a 

Si prenda pertanto salii fiingettte dtl drcoidgigi^ 
àitorc k pirte (ffxBlQ i e U tvtta coiidcftta per i 
punti M^ T sarà la tangente richiesta ^ 
. 9t%à Vtt otteniM'e una t06truafòhti piA scmplfcé 
$i osservi 4 cht ciftendo «iOror^tfa» e Tangold 
SOPclOB^ bc risalta BOP^TMOi e ptrtiò la tarr. 
gente MT è parallela alla Corda cardspoRdentc C^ 
dei circolo gcfiitofe « Ddh^e pefi¥^ ili»a tda^ 
gente a un plinto dato M , basta dfl ésio ^oodur*^ 
re una parallela alia corda Corrispondente .i^. 
9294 Ten» Usi arco Cicloidale fiialaìi^iM è ugaaié 

al 



al doppio della corda che sottende I* arco BO , tt- 
gì iato dali' ordinata ortogonale , che determina Tar- 
co Cicloidale, nel circolo genitonc posto al verti- 
ce Z? . . 

Dimostrazione . Sìa MP V ordinata sgf , BPs:x , e 

BC=a i szrì y=:arcBO'\-y/(a^ — »*) . Dunque piglian- 

, i . d^sen.BO 

do il differeMiale , a motivo che d. BO^— a '^Z^^ 

adx . 

s(».j8o.)— 1— rfV(^'*'~'^') == ' — • : 1 « avrà 
a^2x i\/ax^^ìx* 

^J'-T^xT?) ^^^V\, -TJ:^ #i facci* il q«a. 

drato dcirc^juazìone «[y-rf^vl ""T~ / > si traspone 
già » e si estragga la ntdfce : si otterrà \/(rfy*+rf*') 

^dx\/~y dalla quale , integrando ne proviene 



MM-z%\lax . Ma la corda BQr \/^P. 5t r: \Jax\... 
dunque &c. Dunque il perimetro Cicloidale è qua- 
druplo dèi diametro del circolo genitore. 

6io. *ProbL Tagli;Ere un arco di Cicloide in una^ 
data ragione , 

Sìoluz. Sia Pp Parco proposto CPig.*7a.)» Si con- 
ducano Je 7/^ , ^ , parallele alla base, finché in- 
contrino il circu/o generante , e le corde DR. DrK 
Dalla corda maggiore /)1^ , si tolga la minore, • 
onife 5ia Df{ — Dr:::DI{ — DM^MI( . Si divida la M^ 
in O) nella ragione data; si applichi la corda /^^ 
=^DO.t e si cor duca CA! parallela alia base, e T ar- 
co Pp verrà tagliato inC7> nella data ragione • Di- 

fac 



fotCD, gli archi Gp y GV sonò dóppi delle rette 
MO ^ OF{y t perciò nella stessa ragione in cfi sono 
esse • '- 

Pji. TrobL Determinare il raggio di carvatum 
della Cicloide • 

Soluzione^ Dall'equazione dy:zdx\/l— — j ; 

si deduce. primieramente cf jrr /ra^r— .-r^ì* *'P°^ 

adx^ . |i 

si ha dx^-\-dy^:z "^"T^- Questi valori ^ 9i pongano 

nella forqK)la~~^^|^^— > e si ;ivri itfC..... ; 

£i\/i (rf~^)=:2Z£ ( Fig.* 73) . 

931 Qi questa formola si raccoglie che nel ^ 
origine u4 , essendo:»: = 4, ilraggio è nullo, e the 
nel vertice 5 , essendo ^ro i( raggio è s las lED . 

933. Tf or. La curva di evoluzione dei la Cicloide 
è un* altra Cicloide . * ♦ 

Dimostrazione . Sia ( fig,* 73 ) un f^o perfettaroes 
te flessibile 7^D , avvolto sopra' una delle ticloidi 
JMuiy J^. Da qualunque punto M della primi 
Cicloide si conduca MO parallela alle base Hi;: la 
corda ^0 , «d M7^ ad essa parallela , -che ( mpa^) 
risulterà tangente della cicloide in ^; Dal pu^ntoS 
preso nella base /^B della Cicloide /éDB^ 'gtfì&rsi/i^ 
dal circolo pLE , uguale al circolo AOH , si con- 
duca la corda EL parallela alia corda .^Oy e dal pufì« 
to J\ la ^L parallela alla base>^^ , finché incontri la 
tangente in ?• Poiché gli angoli alterni interni O^Bt 
AEL sono eguali 9 debbon esser eguali i loro con»* 

pie. 



fdemefttf LÉD , ÒAH^ è fierciò gii ircbi AI, ÀÓ; 
riicoorup poi riOH^^E . € r arco AOsX)M:s.^ , aa- 
che Parco OHje perciò /)Z,sari=:5y(£'=:Ìi'=4r./)Z;d4iii* 
4M iJ punta/' ^ mJ perimetro ckila Cicloide /^i)5 . 
Inoltre le cotàt EL ^ 40 sono eguali ; epenciò 
«i ba T^j^T^M, e PMtztAfti^l^Oz: are. MA . Ora il 
£lp nello sfolger^ ha sempre una posizio&e taoi^en* 
zìale , è la sua parte già svolta eguaglia Tarco lA^ 
i:he ricuopriva » dunque il filo si dee confondere 
tòìfa fetta MV ^ % \\ sUo estremo P dee nefl* evo- 
)i||ione descriver la semicicloide -^/'Z^.Sijproverà nel 
tticdo atcs^ > <bei'ipiegaddosi ti fib sulla CÌQloid< 
^M% dee generare la sem*cloitÌe/^Ó é 

4P34 Per m,ezzo della Cicloide «i può rettificare » 
e quadrare il circolo » e sf può dividere unangolo tfl 
qualunque data ragione • 

P34. Per ottenere la rettificaztoot , ^1 prenda uà 
arco I^idal^verti^c-nel circolo -genitore , i^uale all' 
aecll^atQ» e si conduca per L ^\^l^ parallela alla 
base» fino alla ciVconfereoàa cicloidale. Si prenda 
«na rctU % che siia a questa Lp.fiQm^ il dÌ9^n)etrQ del 
'Circolo a cui appartiene l'arco d^to 9 all'asse £^; Là 
«ef 01 cosi tròvi|tà , sarà- eguale alTar^o proposto. Do- 
po dì questo • è facile a sciogliersi il problema iih» 

; P55^ Per la quadratura di un circolo dato, si prèti-* 
di- una re€ta;egiiale alla semicircoofe.renia ; fra que- 
sta j ed il raggio si trovi ima media proporzionale^ 
td il fu» quadrato sarà eguale al circolo i 

9i6. La divistone di uti angolo si ottiene con 
egiial fatiiità; Si prenda una retta eguale alT arco 9. 
cbe loiDisura; questa^! divida nella ragióne dira; . 
&i prenda nell'arco una porzione uguale aduno de* 
kimmenti > e per il pùnto s che ìo determina t e ptt, 

il 
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H vertice dfir angolo si conduca ona retta } tssà 
dividerà Pangolo nella ragione data. 

957* '^^^^* L'area Cicloidale è tripla del Circofd 
genitore* * 

Dimostrazione * Sia iJ/?(F?g.^ 71.) peipcnSicofaré 
alleasse 5C, e presa su di essa !a porzióne ìnfinttesimà. 
S^y si conducano ^A/, ^*« parallele a 5C , pro- 
lungando la SM in j, onde si abbia 11 trfangolo 
l»M^8Ìmfle al triangolo £()/', e condotta mp patii* 
lelaalPordinata MT.si tlvtì niqtMg::OP:PB; oWero 
SiSil^piiOTiVe ; dunque ^g;^!PB=:y^.OP , Sfa B^t 
rjt, e^Afrjr, coroe pure fii'irii , e 01!:rJ8^, e s) 
2Vtkydxs::zdu j perchè 1*/^ si può riguardare ^giusta* 

mente come il differenziale di BI^*' t)ìxtìqVLt f ydx:c 

j zduj cioè lo spa2io B^M è uguale allo spaziò. 

BiOT , e per conseguenza tutto lo spazio Bit ^Af e 
uguale al semlcircolo SOC • Ora il rettangolo 5i/^ 
è ^adruplodcl scmlcircolo suddetto BOC . Dun-, 
que l*arca cicloidale BM^C è tripla del fcmicìrcold 
genitore, e perciò tutta Tarea &c. &Cé' * • • ^ 
P38. EMegna di esser osservata fa relazione épt^ 
ciosa , che sussiste frala Cictoido, ed il, ipircolo ge- 
nitóre * Essa è t Che 1' asse della Cicteide- è 
uguale af diametro del Circolo suddettp i cfce 
la base è uguale alfa s!ua circonferenza: ti perr^ 
metro af quadruplo* del diametro ; e T area af tri- 
plo dell'area^ 

' P3p. $coL Varie sono le specie di Cicloide ^ chef 
per semplice erudizione giova qui accennare ; uoil 
essendo esse di concludente Vantaggio 9 sai'eBbe inu^ 
tilc un prolisso dettaglio ^ ' *^ * 
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i.^ Se n^iunto geoMnta sia posto fuori del cir« 

colo genitore , si ha la Cicloide contratta : se csio 
sia (}entro del- suddetto circolo si ha la Cicloide 
protrate» . 

1.° Se il circolo -genitore si rivolga sopra di 
un altro circolo si ha un^Epicicloide . Se poi la cur«* 
va ^ù cui fa la sua rotazione il suddetto circolo , sia 
una curva qualunque, la curva descritta dal punto 
generante , si di rapare del genere Cicloidale. B*que- 
^to 1^ g«iere^CicloTd€v,» che ne comprende infi- 
fiite specie> .Si consalti sii di questo , ciò che è sta- 
ilo esposto da M. de la Hire negli Atti aell'Acc. delle 
Scienztf" a( Pan. 1705. > e cid» che dopo di lui ha 
detto «ulla stessa materia» con più generali vedute» 
U sagacissimo Nicole an. 1707* 

.A R XI C O L O III. 

• * DcHa Coclea . 

pjo. .fuirestremi^à di una data retta /^5(Pig.*74.) 
insista ^na perpendicolare indefinita ^H 2 e suppon- 
gasi j che 4l pux^to B riceva istantaneamente un mo« 
* to compqsto di rotazione , intorno alla circonfercu- 
;5a ^/Ii5 /descritta col raggio /^j5 , e di elevazione, 
vcVti^^alp^, lungo la retta BH . Posti questi due mo- 
ti^uabili.,.e dotati di egual velocità , Ja curva 
descritta *da' punto Bf è quella , che si appella 
Coclea i Per formarsene un* ide^ pii!l chiara , sup- 
pongasi, che il punto 5 sia pervenuto in ■^(, In 
virtù delle condizioni stabilita, dee aversi Tarco 
Bo 9 che sarebbe stato descritto dal moto circolare» 
uguale gtUa normale Z^iS^, che sarebbe stata descrit- 
ta dal mota verticale « Con questa /ola riflessione 

' ' ^ ' ■ bttk 



ben Si concepisce V andamento dell» curva* di cui 
trattiamo, espressa dalla yt%.^ ^7{ìfT ^ che è ma- 
nifestamente una curva meccanica» e che puòfacit* 
mente descriversi per punti • 

P4I. Per acquistare un^ ideai* anche fiù chiara 
della Coclea si osservi, che quando il punto s col 
moto di rotazio^ie abbia percorsa la circonferenza 
^JklBy il medesfmo punto in virci^ del m9to vertica- 
le, e perciò anche in virtù del moiofonposto , dee 
aver percorsa Iz BT; onde la coclea d^ ^sere BNNT^ 
essendo BT eguale alla circonferenza # Proseguendo 
£*il suo moto composto , «i viene ^generare unase<^ 
conda Coclea , continua colla prima , coaicché se 
il punto f, col solomoto|li rotazione percorra un 
arco eguale ^Z> , la coclea dee covarsi in C , e 
cosi ÌFi seguito fino all'infinito . 

Questa curva ha molto di analogia colla spira<- 
Je di Archimede , di cui parleremo in appresso ; v'è 
solo questa differenza, che la Sfocale vien descrit- 
ta nel piano del circolo a cui appartiene il raggio g(^ 
Ultore /^^ , e la coclea vien genita lungo la conves- 
sità ^el cilindro retto , insistente sul circolo sud- 
detto. 
P42. Cerchiamo di rettificarla. 
Sia u» arco dato BDz:z : si prenda su di esso , con- 
tando dal punto fi, una parte infinitesima BF-dz , 
• e sarà Tarco infiniresfmo ^0, determinato dalla nor- 
male FOy = yjzdz^ zzdzyj z -, ed il suo integra- 
le « v/ 2 =ifa2s{, dove non rimane, che da sostitui- 
re il valore di z . Sia a-r/rc **xf , e sarà il perimetro 

'intero della Coclea ^=f \l 2 ,• cioè medio proporzio- 
nale fra il doppj'o della circonferenza data , e la cir- 
conferenza stessa , 

P43« 
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P4J» *Lo stesso vale per le Coclee successive , co^ 

ificchè per la rettificaziqne delle Coclee susseguenti, 

ti avrà la formoU cv/ 3f +^l/*4-^l/5^ &c. 
Passiamo ad ijita^aitra specie di Coclea* i 

P44. Sin ììicìrcohBiSlpC. Suirestrcmo B del suo 
faggio Insista uVindefinita normale BH , posta nel 
piano del Circolo ( Fig.*7J. )»^<>™'oci a muoverai il 
punto B con un motO'^ompotto di rotarne per ia 
circonferenza y erdi proiezione per la tangente BH^e 
fieno questi' di)r mot} egualmente veloci » ed equa- 
bili • La curva iÌ/^^nv[P descrìtta in questa guisa , è 
nnz Coclea piana 9 e dottta delie medesime proprietà 
della Coclea ascendente. 

P45« E^sa può desc^versi per pure! , Ad un ar« 
iodato j^C si conduca una tangente Cl^.Si taccia que« 
sta eguale afl'arcoi^C, e il punto 7{ sarà un puli- 
to della Coclea • 
Passiamo a cercarne la superficie» 
945. Si coodoca da un punto qualunque^ una 
retta 7(^4 al centro del gircelo , e ad essa un' altra 
n/^ infinitamente vìcin^ , che ta^li il circolo in i , 
mentre *>€7l lo taglia in / » Sf conducanola^ , IT 
noriTlali ìnP, e ^, ad ^n^ esia^jC tangcntcdtl 
circolo .Si conpjuiigano i punti ^^ Scolla retta /^C; 
e sia condotta un'altra tangente n€ al punto t[ , la qua- 
le risulterà, vicinissima all'altra !iyC. Sarà Ce il dif- 
ferenziale d^I'arcoi?C, e Tangolo c*4C il diffcreo, 
ziaiedeirangbip C^B . Sarà parimente // il differen- 
ziale delParco B^r:ei^ango!o /..^i\ il differenziafe 
dell'angolo I^B . Sieno gli archi variabili BCf 
Bi &c. eguali ad scy sarà €7<(s::x , e posta /ÌBsuì , 
$arà •>^2S(cv/(^'-f ^•)J Dipoi ilsidxxlP. 
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Mj relementa d-lLs Coclea è /^^« , o sia ^N^ 

pjki Pitrtegralc è "^4-57 • Qges^ ^ 1^ fQrEaor4 per cut 
dato jf frettHfne.in qualcrn^e òaso IVea della Co^ 

elea , Se x^c , la suddetta area diviene " ^ ì q 

da questa sottratta Tarca del cfrcolo -7 , si ha P^r- 

; ' eh 

ca della Coctts^ fbcmat* da unj^ soh rotazione = -p 

od 

che è manifestamente una quarta proporzionale dopo 
^d , r , e e* , 

Se facciasi una seconda rivoluzione sarà la tangen- 
te Cl^G=;f+^> ed .>fG=v/(f^-f-2f;t"-f.Ar*+ii^^ , td 
il rimanente come sopra . Io questa maniera si 
trova r area intera, contando dal punto B , e tolta 

quella del circofo* ^— — , e toh^ anche Tarca 

della pridu Cocka» :?' > cioè sestupU della pr^ 

ma Oct^a • 

^45, Diamo corapiniento a questo trattatx) col 
metoda di condurre una tangente ad un punto dato 
qualunque ^d'ella Coclea piana .. Posto il rutto co- 
me' sopra , s\zAE, ia tangente, ed /iE normale so- 
pra di A'^ , dixi incontri JslE in £ , a motivo che 

l'an - 



* l'angolo AHE è 8Cuto,c oltre di questo sia 7^^ per- 
pendicolare in Si i «i vede che »S.'srf. ^^ .-...• 

*^ xdx dx 

/ a. antec.) 

I triangoli «^A', /f^E tono simili , perchè gli 
angoli n^X, ^^E sono retti, e l'aogolo JB7^ è 
usruale nel limite all' angolo iV»^ . Punque »^: 
^ xdx ^^ j. 

^a'-\^x* a 
(a*-{.x*) V/ («•+«') 
^i;a»4-A:»):/^ff= T-^^J^ " • Con questo 

,i sa ftome condurre la tangente in qualunque caso . 
A R T I C O L O I V. 

DelU Concoide. 

948. Data una retta CH (Fig.* 7^), se daoin punto 
qualunque B preso fuori di essa, conducansi delle ret- 
te BPM , BAD &c. tali che le parti TM y/fD &c. sfe- 
BO eguali, ì^ curva determinata cosi dagli infiniti pun- 
ti Af , /? &c. è la Concoide . Il punto B è il suo polo , 
cCH la direttrice. 

p^p. E' facile a vedersi , che due sono i rami del- 
la Concoide, uno superiore, cTaltro inferiore alla 
dìrertrice , poiché pigliando le parti Pn ^ Ai &Ct c- 
guali , viene a prodursi la Concoide ^wrfw' • 

950. Considerando adesso la costruzione , in vir- 
tù della quale vien generata la Concoide , si racco- 
glie che CU è il suo asintoto, e che la normale 
dù ne é il diametro di massima ampiezza • 

5^5 1- 
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' p?i. Cerchramone T equazione . Sia ^M per- 

pctidicolare ad >4^, e sia 4D^PM':^a^ ABdb ,^m; 

=y, t'A^99i si.avrà P,g^Af::/^2>:/^j5, cioè ;. 



v/ ^*— J^ * -J--^ — vi^^—y)* b •• Quindi si deriva 
y;ir=: (fe-f-jy) v/C^^— y)> € tolti i radicai ijy'^dr atjy* 
^{b^ — A^-^'X^yfz^ia^b^zia^h? equazione algebrica, 
la qualc^comprende ambedue le Concoidi, superiore, 
ed inferiore. ^ 

P5a* Volendo descriver la Concoide con un moti» 
continuo , abbiasi una riga BDM ( Fig.* 77. ) mobile 
intorno al punto B, ed un circolo di cui il raggia 
I>7l^sia = rt; si faccia muovere orizzontalmente il 
• circolo, in modo , che il suo centro Z? rimanga sem- 
pre nella direttrice , .e la figa passi sempre per il suo 
centro.! punti successivi determinati dalPinterse- 
zione della riga , e della circonferenza del circolo 
formano la Concoide . 

PJ3 Sostituendo al circolo del P altre curve» si a* 
vranno cotì questo metodo delle curve del genere 
Concoidale . Supponghiamo cA\^ al circolo siasi so- 
stituita una curva data qualunque ^N , ( Fig.* 78O 
e che siasi prèso un punto fisso P ^ per cui far passare 
la riga mobile, e cerchiamo l'equazione della cui:- 
va che ne dee risultare . ^ . 

, Dal polo ^ si abbaisi 5/^ perpendicolare sulla di- 
rettrice CU , e dal punto NY ordinata NM : sia 4M 
. =A:,7\(A/:=y, ^=:z y ^=m , cd/^i?=«: sarà..,,.... 
MFiz — i«):7s(M(jy)::vx^i'vA:-f w— ^) : ^B {n ) ; dunque 

xy '^ ^ 

^-w-f-"""!^; Neir equazione delta curva data 

^7s( , si sostituisca questo valore di 2; , e si avriun* 
-equazione frajr,^^, cioè fra l'ordinata .delia Coo- 

O o ' cci* 
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coide richieita» t la sua ascissa , onde se ne avri^ 

r eqaaaioiie che sì cercav^a • Non sarà difSciic ap- 
plicar questo metodo generale, ai diversi caii partii 
coiari • 

ARTICOLO V- 

[Vtlla Slfadrasrke . 

554. Se una tangente del circolo , ^^(Fig%* yp. ) 
fi oiuova parallelamente a se .stessa » e eoa moto 
uniforme, (ungo il diametro ^^, end punco stesso 
Ili cui comincia a muoversi > il raggio CS cominti 
a muoversi anch' esso » con moto uniforme intor- 
no al centro C , verso S » e con una velocità » che 
stia a quella della tangente , come il quadrante BOS 
al Tapgio £C ; dalT intersezione di queste due linee, 
jne nascerà una curva , la prima volta osservata da 
Dinostrato, e chedfcesi perciò la Qiiadratrice di 
Dinostrato • • 

PS$ Dalla descrizione di questa curva ne segue 
h^ che quando la tangente BF è giunca sopra il rag- 
gio CS^ anche il raggio C5 debba esservi giunto • 
^.'^ Che sia B^BT::BC.bs , cioè, detta B^,=:x. 
^z^ 9 BTsz FC = a$ e BSz:fioJ^sb^ chcsiaAr:e 

bx 
xxaéi € perciò «s — . Ne segue 3.® Che sh C^ 

^::C5:5r, ovvero a — xiyUaiiéng.z , onde y ,*•.. 

( '^'^^ \tang.zJ!ll!L tang.Jtj e questa è Tequa- 
4 / 4 é 

asione della Quadratricc. 

P5(5. Volendola trasportare al centro , si avrà 
C^cpc , e la proporzione 9Cizi;a;b diverrà a — sciz 
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v.(ir*b ; e perciò z =: =: i— .• "^ , e ^aon ' $i 

ivfà che da sostituire nell' equazione prcccdetite 
questo valore di ^ . Con questo P equazióne ri- 

X t bx\ X ^ bx 

chiesta èj :z'^tdng\^ ^'^T / ^~ ^o^^»^ "•••• 

"^ bx b^x^ " b^x^ I ' 

— — 5+ — ^ ?■— &c. 



^•^ ^r^+2.3,4.4^'^ *^- 



serie dalla ^ulr 



le fàcemlb Acp , si ha s T" s Ci e all' asse minore . 

957. Di qui si vede che potendo determinare la 
Ci y si avrebbe immedìaCamente il valore di b j Q 
sia la lunghezza di un quadrante di circolo , di cui 
si conoscesse il raggio ; nulla dunque «lanchereb- 
bc per averne la quadratura . E' per questo , che 
la curva di cui trattiamo ebbe il nome di Quadra^ 
trice : EIU però {non ha corrisposto peranchealsuo 
nome, ed invano gli Analisti aspettano dalla me- 
desima la quadratuu del circolo • • - * 
4.^ Ne segue finalmente dalla descrizione della 
Quadratrice, che se la Bf^ i dopo esser giuntar so- 
pra il raggia CSf pros^ua il suo fsioeo insieme 

O 2 col 
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col raggio fj8, dee getjerafsi un altro ramo dell« 

Quadratrice Lg . 

P58 Teor. Se prolungasi il diametro 5>/ da am- 
be le parti, finché sia HBsHl^z:a , ed agli estre- 
mi H,^* si abbassino due perpendicolari incolte 
HI 9 H^ ^' » queste risultano asintoti dei due rami in- 
finiti iBGi L/Ég. . 

Dimostrazìme. NelP equazione jy.=:l ""^ ),... 

Ix 
Ung" — SI ponga *? negativa, e si avràj' ..•.•... 

/ a-\-x \ hx / 44-^ \ bx 

= V ~r ; '""«— 7=-v ~r >'«> » - 

equazione, che appartiene alle coordinate qualunque 
^D^ DO . In qucst' equazione si ponga ^=: 00 , e do- 

vrà essere tang. "roo; ma tahgibz: 00 ^ dunque 

Xsza ; dunque &c- 

P59. Tegr. Se da un punto qualunque della 
Quadratrice si abbassi un' ordinata suir asse mino- 
re L^*, e dal punto stesso un' ordinata sul diame- 
tro S/^, risulta sempre Y arco GLz:^ • Dimostrazio" 

»ff . Si ha tEiEGiiBCiB'P , vale a dire —lEG.iaizva 

hx 

— ; dunque £'G = jfri?^; ma il quadrante ELxBd 

in virtù della proporzioneT* : LGEy.aib ; dun- 
que ^=GL: sia adesso . . 

j>tfo. FrobL Condurre una tangente ad un punto 

data 



dato qualunquedem Quadratrrce.'- 
Soluzione . Si differenzi T equazione al centro y 
X bx . . dx bx 

- ~ cou — > onde si abbia i/.v^*^ cot. — ...•.•••••• 

^ ' ^d.y X bx j^ 



_ bx jc perciò -7— =: — cot. — — A;c 

seti. • ^^«.2 — 

^ a 

Ora i triangoli simili -<^0A: , /^t(^, incoi />« è in- 
finitamente vicina allago, ci danno ,. pigliando 
h dy negativa, perchè j^ diminuisce, mentre ;c au- 

«ir ' Ji'- 

menta, — -^^=l^iC; dunque si h^ l^fc é;c— -» 

X bx ^ 

'~ ^^^ ~ 3 ed aggiungendo Ci^ rrO^da ambe le 

bx"^ 



X h 



'X 



parti,osiajf=: ~/or. — si ottiene CK=: bx=i..r^ 

sen.^ — 

^a/O^jma Tasse minore CL=: j-; dunque Cif^'^TT* 

e perciò la sottangente della Quadratricc è una tert 
za proporzionale dopo la Ci , e la cì^ • 
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ARTICOLO V E 

Della Cissoide. 

gèl. Essendo AB dumecro di uo Circolo .^/Afff » 
ed i€r una tangen^ indefinita al punto B (Fig/ So.)* 
«e condttcansi dal punto ^ tutte ie seganti possibilif, 
coftit^/l v-alla tangente 9 e si prendano sempre le 
porzioni ^iV eguali alla corda corrispondente AM9 
ir\ iìescriterà per^unti una curva detta Cissoide • 

9^a.Per trovarne T equazione , sia ^VS perpendi- 
colare allataageote , ed NS^ , MV perpendicolari 
al dianwtro AB . Ciò fatto %\ ponga ^j^=x , ^^y 9 
ed AB=s . Per Teguaglianza de'triangpH i^PAf , NSB^^ 

\\ hav^PsA^i'-^ , ed ^P(a'^M):'PM(:Jax^x^) : : 

X \/ X 

'^Si^y-SSi^y) • Quindi J= — e perciò >*•... 

\/ a^—x 
,x^ 

r "'^ equazione eercata» 

j,^j. Dunque i.* la Cissoide è una linea di cerz' 
ordine ^ ò sia , è una curva di secondo ordine ; 2.^ 
£ssa ha due rami eguali, uno positivo » e Taltro no- 
civo 3,° Fatto x=zo 9 anche j^ è :; ^ e perciò pa^sa 

a a 

per l'origine Ji . 4.*^ Essendo^= — risulta jf =!±:"^ ; 

dunque la Cissoide^ taglia le due semicirconferenze 
in due parti eguali ; 5.° Fatto x =: a ^ y è =: w 
Dunque f/( è asintoto della Cissoide.- 

954. Volendone la sottagentc , si avrà differen- 
ziando r equazione > lay dy^-^zxy dy . — y^dx 
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^ S x\ix ^ quindi cùr^ 7^^+^ *^ — • efiMlmea- 

y dx I*t3''|^— ^x^y^ 
te 



ARTI CO L O VII. 

J^ella Spirate di \Archìmede . 

ptfj. Scabbiasf nei centro di un circolo (Pfg.* ti) 
jaapiuTtQ niobile C t il qiiale »! muova con veloci- 
ta uniforme lungo il raggio (B , metttre 41 raggia 
€B va rivolgendosi con moto unifarme intorno al 
centro» ed ti Pioto dd punto C\ sia talmente ot- 
temperato f:QD quello dei raggio, che giunto il rag- 
gio al punto B , vi si trovi anche il punto C , la cur-s 
va diescricu dal punto C , mediante il moto compost? 
di traslazione e di rotazione, è la Spirale di Archi- 
mede . Ella è rsippreseniata clalb curva COmi » c4 
èchiaro che va dilatandosi successivamente senza li* 
mite. 

pdtf. Per ricavarne inequazione , orservo che io 
virtù dell'uniformità dei due moti del punto C , dee 
sussistere la proporzione Cì^ar$^B^MuCBt€ÌfCOì^.^ 
Ma C3\(è un'ordinata della Spirale , e Parco B^M 
si può riguardare come 1* ascissa corrispondente • 
Dunque se dicasi CiV-jf , are. S^M^x , CBsHj € 

^ ax 

€Ìrconf.*z:cg\ avràyr— , che è ,F éqwwioftc che si 

voleva • 

96 j. Da questa si raccoglie i-^ che la Spirale pas- 
M per il centro del qUqqìq genkinré > copie già $i sa- 

O o 4 pcva 
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peva; perchè fitto xso; anchejfèr:o; 2.^ Che 

passa pure per il punto ^ , perchè fatto X:se^ si ha 

y^a . 3.° Che facendo x - e -f- *' > siccome si hs 

ax 

jy = 4r|-""> 'a curva seguita a fare una seconda 

rivoluziope , che tei'mina quando x' èrre, essendo 
allora jr = ia , cioè passando per l'estremo di CD 
zziCB , e così in seguito . 4.° Che l'equazione gc- 

ax 
Heralissima della Spirale è jr = iWi« -f- — . 

p58. Per condurre una tangente alla Spirale, con- 
vicn premettere il Metodo che segue * 

9(fp. Sieno due raggi CM , Cm infinitamente vi- 
cini ; Parco !^(r descritto col centro C, e cr per- 
pendicolare a C5^, Ciò posto sia Ct^zy > B^M=:x &c, 

dx 
come sopra , e si avrà aiyiiMm {dx) : Nrzy — .' ed 

dx yUx "^ 

m(dy)y — :yiCT=r-j-, che è la- formola che si 

richiede- ax dx e 

Si ponga dunquejrs;— , e si avrà ^=: — ,c 

ry axy xy 

970. Vediando come si possa rettificare uo arco 
di questa Spirale • Osservando laFig/8i., si ve- 
de , che si ha J^n =: d.CEN = y/ T^r^ + »r» 

= I i \tA,i • Dall'equazione x= — si deduca 

fVv' ... 

dx^ ^~^ » e fetta la sostituzione si avrà Ct% 



Si descriva una Parabola C£., il df cui parametro 
sia=: -^"^ , e fatto CLz:Ct{j e condotta T ordinata 

m- y si avrà Ck^j-ridy v/(;T+^7 =C^^ • ' 

971. Volendone la superficie , si avrà dXOEÌ^ 

=: , perchè il triangolo differenziale '^Cn 

= -j-3S(r», e nel fimite, s ^ ^.Per 

cdy 
dx si sostituisca il suo valore , e si avrà In- 

e y 

tegrando CÒ£2^ e — T . ^/ormola di cui si dedu. 

.cc/un .bellissimo, coroliariq , ed è che quando ^ 
yz:a 9 si ha la superficie della prima Spirale intc« 

ac I 
ra COE^B^ — • — ; eguale cioè alla terza parte del 

circolo genitore . 
^ A R T I C O L O VIII.^ 

'':"-] Della Spirale Tàraholica . 

972. Se prj^ndasi (Fig.*82.) sopra un raggio C3J 
una.paftc€^, media proporzionale fra l'arco .>^M 
ed una retta data , e questo si ripeta per tutti gl'in- 

. iiniti archi della drcoofcrcnza> si determlneranDo in- 
finiti 



finiti punti come il pnnto Af, e cpitsfi formeranno la 
Spirale Parabolica. j 

P73- Sia /^M^x, Mì^:^ , /rfC=.t , e la rctfada- 

.ta :39* ) e si avrà yr^ — \/ nix . Dunque i.® quando 
"jT-o , jf-ii 2.^ crescendo :f, decresce 3^, finché di- 
venga \/ mx =«: allora j^so, 3.^ créscctidav/ w J^: 
.pili di tf r jy divien negativa ; 4.^ Se ;ir divenga ne- 
gativa, jr diviene immaginaria. 

A R T I CO L O IX. 

DtlU Spirale IperboUcd . 

974, Fatto centro nel punto r(Ffg.8j.) , e con 
degl' intervalli successivamente maggiori , presi sull* 
infinita C?,si descrivano degli archi BD.MT^.'P^Sic. 
tutti di egual lunghezza . I punti .!^, !^{ , /^ &c, de- 
terminati dafle estremità degli archi formano^ um 
curva detta Spirale Iperbolica . 

97 j. Sia il raggio Cfc^ , Bfc^ , C2y;ry,SZ)^/^ 




pj6. Osservando » che TascisM BG può crescere 
successivamente , si vede , che detta e la circonfe- 
renza del circolo D^B ^ si può sostituire ad « , 
x-f-f , X'\-ic^ A?--j-3c &c. ^-f-wf . Ora con questo 
♦ rcquazione,;ir);=:tfi, prende successivamente la tor- 
ab ab ab ab 

di dove si vede t che quanto è pii!^ gmnde Tascissa» 

tan- 



tanto è pi4 piccola T ordinata i -t «he T ordinata 

non diviene uguale a zero, che quando Tasci^sa f* 

è uguale all'infinito; il che significa , che la curva 

di cui trattiamo , aon incontra il centro C , 

che dopo aver fatte infinite rot^asioni intorno ad 

eSso. ;> 

977. Se ad una distanza CL:sBD si comluca una 
retta infinita LS paraKefa all'asse , essa dee risultare 
asintoto della Spirale • Difatto gli archi successivi BJ> 
MiV, ?*^&c:. vanno accostandosi sempre più alia 
forma reuiiinea, eguale alla CZ. ; aia questo oon 
può avvenire » che ad un* infinita distanza da ^ 9 
perchè il circolo diventa eguale ad una linea retta 
infinita, quando è infinito il suo raggio ( Vedasi 
il P. Boscoyich de Trasformatìone Locorum' Geom. ) 
Dunque la retta LS dtfe esser rcahuente asintoto della 
Spirale Iperbolica. 

P78. Cerchiamo la feottangente . Dall'equazione 

dx X 
xy:zab sì hiydx = — xdj . Dunque J- = *— — ' y e 

y dx 
fatta la sostìtuaione nella formola "~T^(»«9^^i^-) «* fa* 

lasoteangente=:- — rr— ^4, Dunque la sottangente 

della Spirale Iperbolica è costante come nella Loga- 
rimmica . 

P79. Passiamo a rettificala • Sia tTn infinitamente 
vicina a C3y{ , e sarà Tn=:dy=:i.CÌ^. . Quitìdi dai trian- 
goli simili Cr!\, CffG, si dedurrà CQ:GH:iCt{:ft^ 

dx 
òsia4;— rf^::j:r2{=:— J' ~, Ciò postp, siccome 
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L si ha ^n zi y/nr^-^ 7^r^ , si avrà sostituendo , ed i a- 



-/> 



tcgrandó , NDKCzf 1 — \/b' -^y^ . (71.967.) Dna- 

que descrivendo una Logarimmìca VT^ [a di cui sottan- 
gcntfc sia eguale 4 6 , si avrà 7{^DKC= alT arco infinito 
Ty , supposto che siasi presa V ordinata TF 

p8o. Per rapporto alla quadratura , si ha la super- 
rT^rXT^ 1 r y"^ dx i f^ 
McCKXnC=:J—-^-^-J-^-^:.-Jbdy 

l 
- — by+C. 

ARTICOLO X, 

DelU Spirale Logarimmìca . 

981. Una curva CIAi( Fig.* 84.) la quale formi 
con tutti 1 suoi raggf*CAf , Cì^8(.c.ìl medesimo an- 
golo , dicesi Spirale Logarimmìca . 

p5a, Cofl un raggio qnalunque CPz:: a si descriva 
un circolo P/^B^ e conducansi i due raggi CM ^ Cm 
infinitamente vicini ; avendo descritto col raggio CM 
l'archetto Afr, si avrà, posta CM=:Qfj e5P, computata 
da un punto fisso B preso ad arbitrìo,=:jr , lapropor* 

dx 
zlon^ a:dxv.ytMr:=: y — . Quindi dal triangolo 

rettangolo Mrm » si ha tang. Mmrxiii Mri mr cioè, 
detta u la tangente dell'angolo Mi^r» che per la 

dx 
natura della curva è costante, si ha«=: y-y-;di 

/ qui 
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ix dy X 

l'equazione della Spirale Logariramica : 

p8j. Da questa si raccog/ic i.° che siccome^ si 
può sostituire ad x , x-\-c , j: -}~^^ 8ce. x^mc , la 
Spirale Logarimmica fa infinite rivoluzioni d'intorno 
al centro , tanto per giungervi ,\^quanto per disco- 
starvisi airinfinita.. 2.° Che facendo C=z /og.C',sic- 

y ^ ^ ' ,. '^y 
come si ha log. —^x—z:—log.e i o sia — , ... 



X, 



is e ^^ 9 avvero jfr:C> *" , nel punto B iiel quale si' 
ha jrr: o , dee aversi j)f;=: C5 iz: C\ 3.° Che le ascisse 
crescendo in progressione arimmetic^, le. ordinate 
crescono in progressione geometrica . 4:^^.Chc se 
fosse u=:go , e perciò l^angolo TMC sempre di po."^ , 
si avrebbe ,y:;:C'=Ci^ y cioè la curva sarebbe un circo- 
lo , come si sapeva . 

pS^. Per rettificare la Spirale Logarimmica sup- 
pongasi dato l'angolo costante ^-^C, e sia pcresem- 

pio tang^^^cSi avrà dal triangolo Mnw , ,cti::y~: 

xy 
Mnl ^ onde CLM:z — . Ma per avere una formola più 

semplice , si ponga cos.ii^e , e si avrà CùdyiiiiMm , e 

r y 

perciò / Mwz:^ CLM =5 — .Ma tirando Cr perpen- 
dicolare a Cm , mriMmi ò siaf:i::j; , MT ; dunque 

y 

MT:z—zlClm . Di qui si vede , come si conducono 
le tangenti* SE- 
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tir m liT^ar:! :js\t .-rrrrnztr n 

fi t t:ie a- T:t!i tuiL - une e nt»:r-i 

C rrrs^ ars 2.* 4 proiL an^-rTssi^iit 
cu r::i:-£.Mr « 3t «ei3^ 

ptrai Jt d- >*:ti*!!Ì" i^-^iLt^e - # jti rETTrscm^rr dia lui' 
tr)X^z.zr9e £. H^^mii r^si, s tre Ti^rrar^in, «x* 

^it^yj w%^ per !r *^:?f - %*rd;-.3i3 cjm^ m omcoc 

p%. Sa if cu p^iTKS f F^* Bf -) èi na niprrfi* 
eie cuf^ì^ e i^h^pj^ u3 p.aT>o saettipQfto, e sa di 
4qur^ tri M abbatti uri prrpni-lciil^rr itf^. Per àz- 
ter;T.inar W p.-slr^^ae dr. pasta 2-' ^ prenda oc( 
piano itcìto «jaassr *^5, A CDcno da! pm^^S^fi 
C*>n Ju^a uà* orCisaia u:rmalc ^i^ , e ^si prenda nn 
punto ^ ptrV ar;?<sc ascisse. Farro cI^ts:osi ^^ 
de f cbe prr ccmjstcfc la posiikmc del pasto J/ > 
baftt cortv*ccre !c tre rctit ^.rfP, i^ 2* ^^^' ^ ^'^ ' '^^^ 
ff A//( , Mf , ^/^» c'at hono ie j àianic rrff^^^^*'^ 
de! putto H^da trepiaai arro^onali, c**^ 
erano twtì m un punto .^ - Si pong^ 
rr , Mq:py r Mjyz , e s: carchi : 
fra ^ ♦ y I e 2 ; dai valori di z ♦ peni 
f(4\i 6 iin'ju:.nnarj , dipenderà la 
dementi! della luprrficie rapr^e 

f <7t Se Jieir equazione in 
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per esempio abbia io tatti i tcrmioi aft cipodentc pa- 
ri , dovrà avere due valori eguali, uno positivo , e 
V altro negativo . In qucst* rpoxcsL, sarà la. super- 
ficie cosi formata, che da ambck parti del piana 
•-'ìT»^, sia simile , ed cgudc. Questo essendo « 
il piano ^V^sì chiama diametro del solido : e 
lo stesso ha luogo per rapparto agii altri piarti » 
qualora sussista la condizione divisata* Può però 
avvenire, che due di tali piasi, e anche tutti tre 
sìeno diametrali ne! tempo stesso. Difatio , stìz 
superficie sia ^sferica, e il suo centro sia in .^f , 



essendo il raggio J ir V/'^-f5^+^^ » si :ha l'equa- 
zione fl'=Jt*-hy'+2^ i inetti ciascuna coordinata ha 
un esponente pari • 

p88. Il ccncsccre le intersezioni delle superficie 
ctirve-Tcrmatc con de' piani, giova molto alla co- 
griizione delle superficie stesse, perche si coccsco- 
ro in questa guisa infiniti punti in una vclu, ap- 
partenenti alla superficie data • Noi perciò passiar 
ino a trattarne . 

p8^. Volendo sulle prime investigare le sezioni^cur- 

vilinee , che paFSOo nascere àtl rìttcrsezione fatta da 

?o dei tre piani dì rapportOj ^ "^ga unadcllc coor- 

nate ogaale a itro, e T er ce rimacentc rap- 

prrsenrerà Ja curva oata dall' iriterserioce . Cosi se 

, I*etni3zione che rcsis fra x , ed .7 c- 

-a la curva prodctra jalla sezione della 

i, coi piano ^V^ Sia per csetiìpio sfe- 

ICJC ^r» ^ li, p .^.Zo 2=:OjSÌ ha ^ 

e . circolo. 
f...c r-r.-.l:b ad uno 
, 1^ esorditala, eoe 
iiUui^za che es- 




s; B Z I O N E 1 1 1. s 

Delle Superficie Cnrve . , 

j8 J.AIIa Teoria delle linee carré sactede naturai- 
menCc Fa Teoria dcfle superficie curve.Superficfe cur-^ 
va è quella, nella quaie tutte le quaterne possibili di' 
punti non giacciono net medesimo plano . Le su* 
perfitie di questa sorta si dividono come le linee in" 
diversi ordini • AI priitìo appartengon quelle, la di 
cui equazione à tre variabili a? , y , « , è «>-{-*>-•• 
-|-f«-j-c/ro, e queste sono le superficie piane . Le su- 
perficie d^second* ordine, sono rappresentate da un* 
cquazionc^di secondo grado , a tre vartabili , ax* 
+^xy^'cy^^-^dyz-^ez'-\-.fz»^gx-^hy-^\z^ ciò 
stesso vate per' le altre . Vediamo come sf ottiene 
generalmente V equazione di una superficie curva . 

p8e5. Sfa M un panto ( Fig,* 8j.) di una superfi- 
cie curva, csfa^P^ un piano sottoposto, e sudi 
<luesto si abbassi una, perpendicolare M^. Per de- 
terminarla posizione del punto ^, si prenda nel 
piano stesso un asse ^S. A questo dal punto <^ si 
conduca un' ordinata normale ^ , e ^si prenda un 
punto ^ per r origine ascisse. Fatto tjutsto si vc^ 
de , che per conoscere la posizione del punto Af » 
ba^tt conoscere le tre rette .^TP, P^^ ^M, o sia Icircc- 
te MI{ j MOj Ad^^ che sono le distanze respettivc 
del punto |^^da tre piani ortogonali, che s'incon- 
trano tutti in un punto ^A • Si ponga dunque MB^ 
=:x , Mq=y , M^z , e si cerchi un* equazione 
fra ^ , jy , e JS ; dai valori di z , positivi ò negativi, 
reali ó immaginar] , dipenderà la posizione, e l'an- 
damento della superficie rappresentata . 
f^j. Se neir equazione fra x^y^Zy V. ordinata z 

ptc 
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per esèmpio abbia in tatti ijermioi art cipoitiente pa. 
ri t dovrà avere due valori eguali , uno posiiivo, e 

r altro negativo . In tjucst* rpoxcsL, «ara Ja.fupcr- 
ficie cosi tormata , che da ambeik parti del piana 
,AV^^ sia simile , /«* eguale. Qucmo essendo ♦ 
il piaho ^V^si chiama diametro del solido : e 
(ò stesso ha luogo per > rapporto agli altri piarli » 
qualora sussista la condizione, di visitai Può però - • 
avvenire, che due di tali piani, e anche tutti tre 
sicno diametrali nel tempo stesso, Plfatco. , stia 
superficie sia ^sferica > e il suo centro sia in c^, 

__.: — , — . — / > ■ 

essendo il raggio *iir \/^'+y+^' » sijha Tequa^ 
zione a^ziX^-^^-^z^- > in cui ciascuna coordinata ha 
un esponente pari . , ■■. ■ 

988. 11 conoscere le iiìtersczioni delle superficie 
curve-^Tòrmate con de' piani, giovamolto alia co* 
gnizione delle superficie stesse», per e he si conosco- 
no in questa guisa infiniti punti in una volu, ap- 
partenenti alla superficie data • Noi perciò passia- 
mo a trattarne . 

p%9. Volendo sulle prime investigare le sezioni^'cur- , 

vilifiee , che posson nascere dall'intersezione fetta da 
uno dei tre piani di rapporto, si ponga unadelic coor- ^ 
dinate uguale azero, e T equazione rimanente rap- 
presenterà la curva nata dall' intersezione • Cosi se 
pongasi «ro, l'equazione che resta fra x ^ ed y Cr ' 
sprìme qual sia la curva prodotta dalla sezione della j 

superficie data, col piano ^V^ Sia per escmpìp sfe- 
rica la superficie proposta : ponendo ^=: o,si ha >c* l 
^y^=:a^ , che è un'equazione al circolo. • ) 
ppo. Se il piano segante , fosse p'arallclo ad uno - >* ' 
dei piani di rapporto, si faccia la coordinata , che 
attraversa detto piano , uguale alla distanza che e;i- 

sa 
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sa ha dal medesiffió) é P equazione rimanente rap-^ 

presenterà la curva formata dalla sezione • 

P9I. Di q^ui si-vcde, che se alla distanza del pia- 
no parallelo d^ un punto dato Jif , e eh} sia par esso 
3m,si diano succe^sivaiTiente .tutti i valori possi- 
bili, vengono ad ottenérsi tutte le i/ifioite intèrse- 
%\ém r che possono formavsi nella (|ata superficie» 
e perciò si ottiene tutta la superficie. 

^pié Se neir equazione di una superficie iman- 
chi una variabile V tufte le sezioni in essa fatte con 
uri piano parallelo ^quello, al. quale apparteneva la 
clootóinata mancante» debbono esser tutte uguali, 
perché tutte rappresentate dall'equazione fra le du? 
variabili 'rimanenti . . Queste- superficie • , che sono 
espresse da un' equazione fra due variabili , posso* 
no descriversi facilmente .Si descriva una curva e- 
spressa dairéquaà;ioae data, che sia peresam/ra x, 
tày , elsi concepisca , che una retta infinita , nor- 
male al piano della curva,faccia una rotazione in!*' 
ra intorno alla curva suddetta • Se la curva data fra 
x^y^ sia continua, qualunque sia la sua figura , il 
genere di superficie descritto nella maniera esposta, 
ii chiama Cilindrico ; altrimenti se detta curva sia 
discontinua, si appella Prismatico. 

fp^. Può avvenire ancora, che T equazione di 
una superficie curvilinea sia fra tre variabili , ma sia 
sotto forma omogenea, come per esempio 2^=:ot^2 
+^+3'^ • In questo caso diasi ad una delle varia- 
bili per esempio a z , un valore qualunque M;c si 

descriva la curva espressa dall'equazione M^ • 

=wMv-|-r^-[-^y^., Dipoi si prenda un punto fuori 
del SU') piano; da esso conducasi una retta .al peri- 
iT^etri di tal curva , e sì faccia rotare intorno ad 
essa interamente 4 la superficie descritta sarà quella» 

che 



che^ippartieae ali -eguazione omogenea datale si com- 
prenderà nel genere delle superficie Coniche , gela 
curva, ehe ha servito di modulo sia continua; e 
fi comprenderà nei genere delle superficie Piramida- 
li , se sia discontinua • 

994. L'equazioni delle superficie curve 9 come 
quelle delle linee, si possono trasformare in molte, 
maniere» ^ principi , onde ottenere queste trasfor- 
mazioni , sono analoghi a quelli, che si esposero 
per rapporto alle curve. II vantaggio , che si ritrar- 
rebbe con occuparvisi , non compensa la noja del 
calcolo, che vi si richiede . 
. pg$. Per internarci adesso alcun poco nella co- 
gnizione deilc superficie di second'ordine , giova di- 
stinguerle in dueclassi speciali , come si usa di far& 
per rapporto alle curve . Nella prima Classe .collo- 
cheremo quelle , che si contengono iii uno spazio fi- 
nito; Nella seconda , quelle* che si estendono senza, 
limite. Appartiene alla prima Classe j il genere di 
superficie Sferoidale ♦ Appartiene alla seconda il ger 
lìere Cilindrico, non meno, che il genere Conico • 
Qualunque volta una superficie curva debba essere, 
ipfinita, è manifesto , che una almeno delle sue 
coordinate dev'esser tale. Con questo principio si 
può investigar la natura di una superficie curva in- 
finita . Si ponga una delle variabili ,. per esempio 
;ir=:eo . In virtù di quest' ipotesi molti saranno i 
termini, che dovranno svanire . . ' . 

Per maggior semplicità supponghiamo , che ri- 
mangano tutti i termini di secondo. grado, ^ che 
perciò si abbia Tequazione ax^-^è0 -\'Cyz-{'dy^'^. 
exz-^-fz^ =o. Da questa .«i deduce.. 
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ed è questa Tequazione, per cui vieti rappres«8tat« 

la natura di una superficie, che si estende 'al T infi- 
nito, supposto, che in essa facciansi eguali a zero 
quei termini, che net casi particolari si sapesse 
che debbono svanire • 

9P<f. Beco dunq^ue, che se la superficie data, 
abbia qualche porzioac, che si estenda senza limi- 
le ad una disunza infinita, deè-convcnire colla su* 
perficie infinità espressa dalTcquazione 
ax^'\'bxy-\-tyz-\^dy*-\-e»z-\-fz^siO ^ cosicché qu€» 
sta secónda superficie ne sia l'asintoto. 

PP7. Siccome poi nella'suddctta equazione le tre 
variabili hanno in ogni termine la medesima dimen- 
zione., quindi essa appartiene ad una superficie co» 
nfca , che abbia il vertice nell'origine delle coor* 
dfnate . Se dunque una superficie si estenda airin-» 
finito, sì puè sempre' éróvare una superficie Coni- 
ca , che ne sia l'asintoto . Viceversa, ^ognì volta, 
che' la superficie conica asintotica sia reale , la su- 
perficie proposta di second'ordine > si estende all'ia- 
finito, e dalla" natura della superficie asintotica si 
può raccogliere un'idea della superficie data . Se pai 
la superficie Asintotica sfa immaginaria, la super- 
ficie, di CUI si^ tratta, dev' essere necessariamente 
finita . Di qiii ne deriva , che per determinare , qu^- 
H sieno le superficie curve di second'ordine , che db^ 
baiano un'estenzione finita , basta determinare in qua- 
li casi l' equazione della superficie asintotica rJivtftf- 
ga immaginaria ,e perciò svanisca tutta in un puni«?* 
Supponghiamo pertanto, che- h superficie espressa .- 

d"alPequazione itX^ -j-^%-f"^-y^4^4'^ 4" ^^^ "h/^* ^ ^ 
svanisca in vm punto ♦ fi'chiaro, che anche tutte le 
di lei sezioni dovranno svanire tt«U4Ì mente. Fatta 
dunqoejTso", Tequazionc i che rappresenta una deU. 

le 
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le sezioni <yj2-{-(fy' -|- /«^ -o dcv' «sere impossi- 
bile > a meno che non sia ys o , e «so ; <^ec, 
perciò aversi 4d/>c* . Per la stessa rarjjone , se . 
pongasi y^o deve aversi ^AÌ>b^ » e pc>,<i^do ;& =0 
^'4fi/><f*. Oltre di questo fa d'uopo cheU vaior 
|d' X aedotto . dall' equazione ^•.. (^4) sia immagina- 
rio, e perciò che sia negativa la Cd nz ione •••.•* 
( h^ — J^tii ) >*-}-a(éf — %At) zy ^{ t^ — 44^) z^ , il 
che> essendo À*— 44i/,v^e c^*— 4^/ funzioni negati- 
ve > ha luogo qualora si^C^r-— a^f )* <(6^— 44:<i) 
(e**— 4^/) o Sia , qualora at^-^b^f^xz <]bte-\-^if* 

99^ Quattro sono pertanto le condizioni , dalle 
quali si può conoscere , se una superficie curva sia fi*" 
nita ò infinita; Cioè una superficie €urva è finita 
quando si abbia ^ii>c^y^ai>h^i^f>i^^ tae^-i-dc^ 
-^b*f<bce'\-^dt^ td è infiuiia qtìando una ,- o piò di 
queste condizioni non abbia luogo • Terminiamo que- 
sto Trattato con un problema interessante , incu4^« 
contiene la Teoria fondamentale delle Curve 'di dop- 
pia curvatura . 

PW* ^roùL Date due superfìcie curve * determinar 
r equazione della curva che nasce dalla Ipro interse- 
zione • 

Soluzione. Quando s'interscgano due superfìcie, 
la sezione non gjace tutta in on plano , come quando 
una del superfìcie é piana ; ma è una curva di dop- 
pia curvatura «.Quandi ciascun punto della sezione 
non può determinarsi per mezzo dJ un'equazione fn 
due coordinate; ma, come si è praticato di sapra^per , 
determinar la posizione dei punti situati in divertì 
piani , convien cercarne il rapporto a tre piani fraJù- 
ro normal /•Siccome p^rò mediante un tal rappweoasti 
ottiene un'equazione fra tre variabilr,ed un'eqoaiioirc 
tale ^rappresenta i^na superficie, convien far uj© ài 

Ppa un 
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un metodo particolafc , per cui si abbia àn*cqaazione | 

a due variabili , dalla quale si possa dedarre la cognì- | 

zioae delt^ intersezione di cui si tratta • • | 

loooJ^Sia la curva GMH (Fig.*. 8(5. ) che non 
sia nel nièdesìmo piano . Per determinar la posizioni^ 
di un suo punto quafunque M , sf prendano tre asji 
normali fra loro /^^ , ^AC u4D ^ dai quali sieno detcr- 
minati tre piani normali B.iCy B/4D , C^D . Dal pan* 
to M si abbassi una perpendicolare 3f^ sul. piano 
B/rfC,e dal punto^sul Passe v^^ la perpendicolare^l*. 
Saranno .^P, T^^M tre coordinate, fra le quali ss 
vengano date due equazioni si potrà determinar la na- 
tura della curva pnoposta GMH . Per far questo, con»^ 
viene che , posta AT=:x , V^^ , ^^^-^ , sieno date 
due equazioni fra^ ,^, s . Ciò essendo, dairequazìo. 
ni date si tolga z ( if che si può sempre fare come ve- 
dremo in appresso) , e Tequazione rimanente in ^^ y 
determinerà la posizione di tutti i punti ^, o sia la 
tuTvzE^^ la quale chiamasi proiezione della cur- 
va data . Avendo cosi la proiezione E^ , convieti 
conoscere le perpendicolari ^Af r= z , che appar- 
tengono a ciascun punto ^. Or questo può sempra 
ottenersi qualora sF abbia un'altra equazione in x , Zy 
òxTiX ,y ^ò finalmente inx ,y,«,iperchèdauna di 
queste si può sempre dedurre z ^ o sia ^M espressa' 
perxj^f^ . ' 

Ciò che si è détto della proiezione i£'^F vale anco, 
ra per le altre proiezioni nel piano B^D , C^O , le 
tjuali si ottengono in una maniera simile • In genera- 
le si può conci udere,che per determinare la sezione di 
due superficie curve, convien ridurre primiéramen- 
-■te l'equazioni delle due superficie fra le medesime 
coordinate , e perciò rapportarle a tre medesimi pù- 
si normali fra di loro ; e quindi dedurre da fisse tin 

equa- 
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liquazione tradur variabili, per 'aver Tequazione di 
una delle proiezioni . Avuta questa per mezzo 
delTequazione di una delle superficie,si dedurrà il va 
lor di z espresso per :v,jf , C5Ì avrà còsi per ciascun 
punto ^, la perpendicolare. ^Af , e con ciò la curva 
richiesta . 

loot. Due cose rimangono adesso da osservarsi . 

i.° L' equazioni che rappresentano le curve di 
proiezione, possono risultare impossibilitò svanire in 
un puntOjò presentar due radici eguali. Nel primo ca- 
so le superficie date non s'incontrano in alcuna parte ; 
nel secondo sì toccano in un punto j e nel terzo si 
toccano in una linea • 

2.® La sezione di due superficie curve, può esse- 
re una curva di semplice curvatura , e questo avvie- 
ne ogni qualvolta che le due equazioni , che le rap- 
presentano, prese insieme , costituiscono un'équazio-.- 
ne lineare a tre variabili . 



Fine del Tomo Secondo • 
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